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(li(^ tli(‘<)rio dc^r linoar(‘u I)inV!rentiu]glcichuii^(ui (lurch 
di(‘. l)t‘id(‘ii Ahluuidlun^cui voii Kuchs ini ()(!*'’“ und Hand des 

(!r(‘lli‘'sch(‘n JournalH, (huion Kclion ISlJf) (‘iiiii Pulilication ini Jahres- 
Ixu'ichii d(*r aiildiisclu'ii (hHVtu’bascdiult^ zu Hiu'lin vorauHg(‘<jjan^(‘n war, 
(li(^ (irundla^a^ ihrer licuti^an (icstali. erhalltui liat, ist ciiui umlang- 
rtuchc Ijiicrainr (llau* di(‘s(ui (M'giuistand (U'Kchiiunur, aluvr ahgcatduui 
von (1(011 VV(U‘k von 'IMn (h*aig (A {.r(‘aliH(‘ on linear (liHer(niiia.l equa- 
iions, ii. 1. N(*w-York^ ISSD) und von sididien Hiielnnui, in deiuui die 
g(‘nann{(i ^rii(‘ori(^ nur als spc^ziidhu* Ikul (‘ines griksHiUMUi (hinzeii cr* 
H(dH‘int (wi(‘ z. It in K o(‘n igslx* rg(* r^s ladirhuch dcu' 1'h(‘ori(‘ der 
Didenuiiialghuidnuigiui j laupzig, IVlilt; es hiHlnu’ noch iniiuor 

an eiiKU* (unlnuMiehen zusanuneniasseiidiui I )arsi(dlung. VV(‘nn mm 
aueh dit‘H(vni Mangid (lurch dan in Vorhereiiung iH'grinem^ „llandlmch 
d(‘r 'riH‘ori(^ d(*r liiuMiren niirenuitialgltdchungcud^ von L. Hchlmsingor 
in Ihudin, wi^lehes di(‘ gair/.e Krdl(^ dea uiigidiaurien HtolFes ordmui 
und (Uuu’sicliilich (‘nt\viek(dn will, in mntasstmdtu* Wtuso abgchollVn 
wird, HO bbdbi damdam docli noeh dan H(‘il{irt’niH nach lum^r ~ - nowtui 
('H di(* Vtu-liiiltnisHt^ gi'siat.hm (dcineniar g(*lmltencui HinHihrung in 
die (Jrundlagiui der 'riHn)ri«‘ beniidnuL 

DieHcin Bedflrl’niH wiliiHclii dan vorli(»g(Uidc Hindi zu (uit.Hpr{H'hen. 
,Kh m(Hdii(‘ durcdi «dnen iniiglichBt becjinunen Eingang ednen inimer 
gniHHiO’tui KnuH von Maihenmiikern zinn Kiniriii in dioHi^H frindiibare 
und wi(?hiige Oidiitd. dm* Wisstuisidiaft, veranlasHtm. Eh holVt, Htdion 
diun Studimauidenj dt‘r (‘rst dli* Elenn*nit‘ dcu' Dillenuiiial” und Integral- 
r(‘(dinung, ihu* Finndionenilnuirie und die llaupiHiltze der Detenuinau- 
tcuiiheorie IndnuTHidd , j(un*n Kiniriit zu eninigliclnui und vhdhdcdifc 
aiudi clem I)o(!tmien cdium ladtfaden ttlr eint^ einftihrende Vorlenung zu 
lieferiL 

Zur Erndtdiung dies(‘H Zweeka Hc^hien in (U'nter Linie. edru^ Jk- 
schrimkuwf hi dvr Auswahl dvs t^ioffvs gelmfmi. Der Inhalt dea Hiudies 
umfaasfc demhalb im wenentlichen nur den Nachwedn der Exintenz you 
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Yorwort. 


Integralen und die Untersuchung von deren Verlialteu in der Um- 
gebung der einzelnen Stellen bei linearen bomogenen Differontial- 
gleicbungen nait eindeutigen Coefficienten. Im iibrigen wurde nur 
zugelassen, was als Hiilfsmittel oder Illustration fiir dio.se Hauptauf- 
gabe dienen konnte, oder was sich unmittelbar daran anknilpibn li('ss. 
Hierin moge es seine Erklarung finden, wenn z. B. die elegante und 
an und fflr sich nicht scLwierige Tlieorie der adjungierten Dillerential- 
gleichungen in dem Buche nicht bertihrt wird. Fiir das weit(^rgeliende 
Studium darf ja auch der Leser auf die sclion erwiilmtcn Bilclujr von 
Craig und Schlesinger, vor alleni aber auf die einHchlilgigen Origi- 
nal abhandlungen verwiesen werden. 

Von besonderer Wichtigkeit mit Iliicksicht auf das angestrebto 
Ziel war dem Verfasser die Anordnimg des Sloff'es und die Vi-rbitidung 
seiner einzelnen Teile. Er wiinschte einen Weg zu verlblgini, der 
moglichst nattirgemass erscheint und bei VernuM’dung von Wiishir- 
holungen, soweit es irgend angeht, stets vein Einl'acheren zum (lom- 
plicierteren und Schwierigeren vorschreitet. Es sei geatattc't, diesen 
Weg schon an dieser Stelle kurz anzugeben. 

Da die Coefficienten der der Untersucliung zn Criunh' gcdt'gien 
linearen homogenen Differentialgleichung nach Voraus.s(‘tzung in der 
Umgebung jedes Wertes der unabhiingigen Variablen die (Jo.stult von 
eindeutigen Potenzreihen haben, liegt die Frago nahe, ob sich viel- 
leicht auch ein Integral der Differentialgleichung in f’orm einer Heihe 
bestimmen lasst. Sie findct ihrc Beantwortung in Kapitel 1 iiisoweil, 
als die Moglichkeit der formalen Herstellung einer derartigcni Iteilut 
mittelst einer Hecursionsformel nachgewiesen wird, falls man sowohl 
von den Coefficientenreihen, als von der angeaetzten Integralreiho au- 
nimmt, dass sie sich bei der in’s Augc gefassten Htelli! besi.inuni viu'- 
halten, d. h. hochstens in Richtung der wacha(‘nden Fxpom'nttni in's 
Unendliche gehen. In Ka.pitel II wird daraiif die Ii<‘rn'h)iii}n/ (lo' Jlcilifu- 
coefficienten aus der Recursionsfonnel einer eingehemlen UntersueJiung 
unterworfen und in Kapitel III die Conwrgniz der so ermittellen 


Reihen dargethan, wenn der zu Grunde gelegte W(>rt d(‘r unaldiiingi- 
gen Variablen eine Stelle der Bestiinmtheit ist. Da ulle im Weier- 
strass’schen Sinne regularon Stellen der Coefficienten Sttdlen der 


1) Die Einfuhrang dieses Bogriffs (s. S. 14) stiitzt sich nuf die Itescltuirenheit, 
der Coefficienten der Differentialgleichung; der Name ist im AnHchluKS an EucIih 
(S itznngsher. d. Berl. Akad., 188G, S. 281) gewiUilt. AnsdilicHHeml an Tiiome 
(s. S. 90, Amn. 2)) nennt man die.elben Stellen renniar; tlch soil di« let/.ter« 
Bezeichnnng hier nur in dem von Weiers trass oingtd'iihrten Sinn henulzt 
werden. 
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Bestimmtheit fdr die Differentialgleichung sind, ist biermit die Existem 
von Integrdlen erwiesen. 

Das sicb nuiimelir fOblbar inaclionde Bodiirfnis nacli einer tJber- 
sielit uber die Fiille der Integrale fulirt in Kap. IV zu der Definition 
eiues von Integralen und zu der IJntersiicbung der 

Eigenscluiftieii eines solcben, worau sicli die Zuriickfiihruiig der Inte- 
gration von nicht homogenen Uncaren auf die- 

j(niig(^ von liomogenen anscbli(‘sst. 

Diireh Einfilbrung des liegriffs eines Pundainentalsystems von 
Integralen g(‘Htaltet sich alsdann die Aufgabe der weiteren Untersuchung 
daliin, (dn solebes fur dic^ (inigebniig j(‘d{‘S Werios der niiabbilngigeti 
Variablen zu enniitebu Hire Lbsung inr m/iilare in Kap. V findet 

sogbdeb (due Anwendung auT die Int(‘graiion der llnearcn ]>il)h'ential- 
glciehungen mit emislanfvn Co(fticivnfen, V on den imendlicb vielen 
regulilren Fundamentalsystennui gtdangt man in Kap. VI zu dem Be- 
griif d(‘s monogencn (iebHdvH (Ivr Jnfigmlfanctum und zur Definitioti 
der (Irnppe drr DilfcrvulialglvicJiioig. 

Nuniutdir nmss siedi die Unicu'siutbung den sijignldrm Idlellr.n zu- 
wembm, und zwar scblii'SHon sieb binsiebilieh der Einiachbeit zuiiaclisti 
diejenigim (1(T JkdimnithvU an die regulilnm Sielbui an. Es wird so- 
naeb in Kapii(d VI L di(‘, analj/fische Oedatt der Integmie liei eiiu'r 
Holclnm Htell(^ (‘nniitelt, wolad sieli ergii‘bi, da.sH diesidbeu ini allge- 
nieinen mit Ijogarithnum behal'tet sind, sieb bestinimt verbalteu 
und in beHtinimti(‘r Wt^ise in Gruppen Hondern. In Kajiitel VMl wird 
dann di(^ Btuaudinung der logaritlunenbebartntcm lnt(‘gra,le nacb einer 
M(‘ibod(' durebgerilbrt, di(‘ sicb nannmUie.b dureb Benutzung (dner 
(‘rweiierien ItrdirsioNsfiH'VK'l eng an die Med.bodtui von Kap. I, 11, HI 
anHebli(‘HHt und ausserdem in Kapibd IX direki zu eiu(‘r Z<Tl(‘gung 
der Int<‘gralgruppen in V)dvr(iruppvn t'iUiri. Hat sicb ho gezeigt, dans 
Hieb bei einer Wielle tier B(‘Htimnitb(dt Hilnitliebt^ Intt‘grale b(\stinimt 
V(u-balten, ho ist zur Erganzung dieser Tbeorie d(‘r Bewivis dt‘r (hi- 
krtmoig dii^Hes Satz(‘H erwilnsebt, welcber in Kap. X erbraebt wird. 

Da bei Hiellen der l!)ihestinr>idlteif die bislier benutztmi Method(*n 
verHagmij iuush ein Ersatz g(‘sebailen vvcTibni, der Hicb in der Fniula- 
nieididgleichuug {Mwp. XI) darbietet. Mit ihrer IlillfH wtnalen in Kap. XH 
bezilgliidi dt*r anidydsehen (iedidt der Integrale filr die (Imgehung einer 
beUebhjen dngnldrvn Sdtelk diejimigen IteHultate wied(u*g(d’iindeu , dic^ 
nicb vorluT miitelst der UecurHionsfornudn filr Stellen der BesHnuut- 
heit ergeben haben, * mit dem Uniersediied natilrlicli, dans siidi bei 
einer Stelle dt!r Unbestimmtbeit niebt Hiimtliebe Integrale be.stimmt 
verhalten kbnnen. Da es abtT mbglieb ist, tlass bei einer tilelle der 
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Unbestimmtheit ein Teil der Integrals sich bestimmt verhalt, so erfordert 
dieser Fall in Kap. XIII eine besondere Behandlung, welche auch 
Gelegenlieit bietet, auf die Zerlegbarlceit und BeduMiUUtat von linearen 
Differentialgleicbungen einzugehen. 

Endlicb muss in Kap. XIV dem Verhalten der Integrale fiir 
endlich grosse Werte der nnolhdngigen Variablen noch eine besondere 
Betracttung gewidmet werden, wonach in Kap. XV die Aufstellung 
und kurze Untersuchung derjenigen DifferentialgleicJmngen, die im Und- 
lichen und TJnendlichen mir Stellen der Bestimmtheit besitmi, den Ab- 
schluss des Ganzen bildet. 

Die Art der Barstellung des vorstebend skizzierten Inhaltcs ver- 
folgt das Ziel, einerseits nacb Mbglicbkeit zu vereinfachen nnd zu- 
sammenzuzielien, andererseits aber aucb keine Lticken zu lassen^ zu 
deren Ausfiillung weitergebende Kenntnisse aus anderen Gebietc^n der 
Matbematik erforderlicb waren. Aus diesem Grunde glaubte sicli der 
Verfasser zu einer gewissen Breite des Ausdrucks bereclitigi; (vr 
bofft, dadurcb dem Anfi-inger das Verst*andnis zu erleiclitorn. Dtuu 
gleicben Zweck sollen zahlreiche, den meisten Abschnitten beigelTigt(‘, 
moglicbst einfacbe* Beispiele dienen. Ebenso ist der dem Bueli niit- 
gegebene Anbang zur Bequemlicbkeit des Lesers bestimmt. Er enthillt 
solcbe Hiilfssatze und -Betracbtungen, die nicht der Theorio der liiiea- 
ren Differentialgleicbungen selbst angeboren und in der Form, wio sie 
bier gebraucbt werden, nicbt unmittelbar aus leicht zugilngliclieu 
Biichern entnommen werden' konnen. Durcb die Pernbaltiing diescJH 
Materials aus dem Text des Bucb^s und Verweisung in einon beson- 
deren Anhaug sollte vornebmlicb einem scbon vorgeschritteneren Lescu' 
gedient werden, der diese Hillfsbetracbtungen andernfalls ziim 
batte iiberscblagen mussen, wabrend sie mit Rucksiclit auf cbm An- 
fanger wobl nicbt ganz fortbleiben durften. 

Was nun die Quellen anlangt, denen man die in dem vorlic^gen- 
den Bucb dargestellten Grundlagen der Tlieorie der linearen Dillbren- 
iialgleicbungen verdankt, so sind dies im wesentlichen die Abhaud- 
lungen von Fuchs, Frobenius, Hamburger, Thome und anderen, 
nicbt zu vergessen die Bemerkungen Riemann^s in (lessen NaehlasN. 
Wo immer «dem Verfasser bei der Bearbeitung eine von diesen Qiudbui 
Yorgelegen bat, oder -wo ihm aucb nur nacbtraglicb die zunaclist im 
Interesse des eiuheitlichen Cbarakters des Ganzen moglicbst unabbilngig 
durcbgefubrte Entwicklung mit derjenigen bei anderen Autoren ehm 
Verwandtscbaft zu zeigen scbien, wurde direkt auf die betreffende 
Stelle verwiesen. Gleicbwohl ist es bei dem Charakter des BuclieH 
nicbt nur nicht ausgescblossen, sondern wobl unvermeidlicb, class in 
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manchen Fallen eine solche Verwandtschaft mit anderen Darstellangen 
unbemerkt geblieben ist, was von diesem Gesichtspunkt aus angeseben 
nnd entschuldigt werden moge. Am nachsten ihrer Art nacb stehen 
der vorliegenden Arbeit vielleicbt drei franzosische Publicationen, die 
deshalb, obwohl sie auch im Text citiert werden, sclion bier genannt 
werden sollenj es sind dies 

Tannery, Proprietes des equations dififerentielles lineaires a 
coefficieuts variables (Annales de Tecole normale, serie, 
t. 4., 1875), 

Floquet, Sur la tbeorie des eq. diff. lin. (Ebenda, t. 8 (1879) 
Supplement), 

Fabry, Sur les integrales des eq. diff, lin. a coefficients rationels 
(These, Paris, 1885). 

Nicbt erforderlicb dagegen erscbeint es, diejenigen Resultate und 
Metboden besonders bervorzubeben, die der Verfasser als sein Eigen- 
tum betracbten zu durfen glaubt. Dies ist fur den Anfanger obne 
Belang*, der kundige Leser aber ist selbst in der Lage zu entscbeiden, 
was er in dem Bucbe als originell gelten lassen will. 

Endlicb ist es dem Verfasser ein tiefempfundenes Bediirfnis, auch 
an diese’r Stelle seinem lieben Freunde und einstigen Lehrer, Professor 
Dr. C. Koehler in Heidelberg, den herzlicbsten Dank auszusprechen 
fiir die wahrbaft uneigenniitzige und eingehende Art und Weise, in 
der er ibn bei diesem Unternehmen von Anfang an mit Rat und That 
unterstiitzt bat. Auch Herrn Professor Dr. Franz Meyer in Claus- 
tbal, dem bereits die Druckbogen vorgelegen-baben, ist der Verfasser 
fiir das tbatige Interesse, das er seiner Arbeit entgegengebracbt bat, 
zu Dank verpflicbtet. 

So moge das Buck seinen Weg in die Offentlichkeit antreten und 
in den Kreisen der Lernenden und Lehrenden seinem Gegenstand 
Freunde erwerben! Mochte es insbesondere auch den Beifall des- 
jenigen gewinnen, der freundlicbst gestattete, ibm dasselbe als Zeicben 
tiefempfundener Dankbarkeit fiir die seit langen Jahren und bis in 
die Gegenwart fortdauernde wissenschaftlicbe Anregung und Forderung 
zuzueignen ! 

Giessen, im Dezember 1893. 


Lothar Heffter. 
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Einleitung. 


1. Definition der linearen homogenen Differentialgleich'ang. Be- 
deutet X eine unabliangig veranderliche Grosse, y eine unbekannte 
Function derselben und sind y\ y'\ ... die Zeichen filr die successiven 
Ableitungen von y nacb x, so nennt man jede Gleichung 
F(xy y f y ,...) = 0, 

in deren linke Seite von jenen Zeichen x und y selbst nicht notwendig; 
dagegen mindestens eines der y'^ y'\ . . . wirklicli eintritt, eine Diffe- 
rentialgleiclmng und zwar eine gewohnliclie Differentialgleichtmg, weil nur 
gewbhiiliclie Differential quotienten darin vorkommen. x heisst die 
imablhdngige^ y die (vermittelst der DijBferentialgleichung von jener) ah- 
li'dngige VariaUe. Enthiilt die Gleichung ausser x noch andere ver- 
anderliche Grbssen, von denen y mithin aucli abhangen wird, ohne 
dass jedoch nach diesen Veranderlichen genommene Ableitungen von 
y in der Gleichung vorkommen, so nennt man dieselben Parameter der 
Differentialgleicliung, 

1st y^^'^ die Ableitung hochster Ordnung, welclie in F vorkommt, 
so sagt man, die Differentialgleicliung sei von der Ordnung. 1st 
F — 0 eine algelraische Differentialgleicliung, d. h. liisst sich die linke 
Seite in die Gestalt einer ganzen rationalen Function von y, y. . y^^'> 
bringen, so spricht man noch von dem Grad der Differentialgleicliung 
und versteht darunter den Grad jener ganzen Function in den genann- 
ten Grbssen. 

Unter den gewbhnlichen algebraisclien Diflferentialgleichungen be- 
liebiger Ordnung sind nun die einfachsten diejenigen vom ersten Grade 
Oder die gewohnlichen linearen Differentialgleicliungen, d. h. Differential- 
gleichungen von der Form 

-{ f- = 0, 

worin . . ., pn und p irgend welclie gegebene Functionen von x 

sind, und die Coefficienten der Differentialgleicliung heissen. Fehlt ins- 
besondere der von y und seinen Ableitungen freie Teil pipe), so nennt 
man die lineare Differentialgleicliung homogen. Da nun, wie sich 

Hoff tor, DilToroutiiilgloiclmiigen. 1 
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spater zeigen wircl, die Untersucliung der nicM homogenen stets auf 
diejenige von liomogenen linearen Differentialgleichungen zurilckgefiihrt 
werden kann, so brauchen nur die letzteren den Gegenstand unseres 
Studiums zu bildeu, also die Gleichungen der Form 

( 1 ) }-J?n {x)y = 0 . 

2. Die Coefficienten der Dijfferentialgleiclmng. Der individuelle 
Charakter einer linearen homogenen Differentialgleichung wird also, 
abgesehen von der Ordnungszabl nur durch die Natur der Coeffi- 
cienten jPQ}Pi***Pn bestimmt. Es ist deshalb erforderlich, um den 
Gegenstand unserer Untersuchnng genau zu bezeiclinen, zuvor noch 
die Voraussetzungen anzugeben, welcke beziiglicb der Coefficienten 
Po}Pi---Pn gelten sollen. Fur die unabhangige Variable x, welche 
an sick in ihrem Wertbereicb vollig unbescbrankt sein soil, also alle 
reellen und complexen Werte annehmen kann, bedienen wir uns dabei 
unter Bentitzung der geometrischen Darstellung complexer Grossen in 
einer Ebene der geometrischen Ausdrucksweise, sprechen also von 
der ir-Ebene, von Punkten, Curven, Flachenstticken in dieser u. s. w. 

Jede der Functionen jPq, Pi>*-Pn ist nun durch die Art, wie sie 
gegeben ist, entweder fiir die ganze ir- Ebene oder nur filr einen be- 
stimmten Teil derselben definiert. Auch in dem Falle aber, dass 
nicht alle Coefficienten JPo; • * • JP" ganze ic-Ebene definiert 

sind, kbnnen wir annehmen, dass es ein und nur ein msammenhdngen- 
des Gebiet Q in der oJ-Ebene giebt, fiir welches alle n + 1 Coeffi- 
cienten gleichzeitig definiert sind. Gabe es namlich gar kein solches 
Gebiet, so ware dies gleichbedeutend damit, dass iiberhaupt keine 
Differentialgleichung vorgelegt ware. Giebt es aber mehrere, von ein- 
ander getrennte Gebiete der gedachten Art, so wird sich 

spater (Kap. VI) zeigen, dass dann fiir jedes derselben eine besondere 
Untersuchnng angestellt werden muss, dass es sich dann also gerade 
so verhalt, als ob eine Differentialgleichung vorgelegt ware, deren 
Coefficienten fiir (t^, eine andere, deren Coefficienten fiir definiert 
sind, u. s. w. Wir wollen den zusammenhangenden Bereich, fiir den 
samtliche Coefficienten p gleichzeitig definiert sind, das Gebiet der 
Differentialgleichung nennen. Dieses umfasst also entweder die ganze 
ir -Ebene oder einen sdichen Theil derselben, in welchem man von 
jedem beliebigen Punkt nach jedem beliebigen andern Punkt gelangen 
kaiin, ohiie die Begrenzung zu iiberschreiten. Die unendlich grossen 
Werte von x konnen zum Gebiet der Differentialgleichung gehoren 
oder davon ausgeschlossen sein. Uebrigens kann man dieselben durch 
Ausfiihrung der Transformation 
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X , 

X 

ilir (lie uiiabliruigige Variable in cnclliclic Werte des Gel)iot(‘S der 
traiisformierteii, aberraals linearen homogenen Diflereiitialgleicliuiig 
Yerwaiidoli), worauf wir spliter eingeliend zurilckkoinineu, werden. 

Da es Bicdi nini bier bloH um cine Einleitung in die ''riieorio der 
linearen Uiirercvntialgbncluvngcu bandclt, wolleu wir die l)eHebriulk(eldt^ 
Annaluin^ nuudiien, (lass die (hcfficicnicn i?o? dem (f(m,cen 

(iehiei der l)ilferential(jM eiiuleidUje^ cmlliehc tmd steiige (mahjiise/ie 
FmieJiorien shid oder nacb IbdVeiuiig von eineni iluiea alien anliaibni- 
den nnd daruin uuwesentlicbcin gcnioinsainen Factor, don wir jet/ii. 
imnier Hchon entfernt; denken wollen , dioHO EigtniHcdiaften crbalteii. 
Die FunctioiKn) .Po, - ?>n Hollcn sicli also nacb der Weierstra,sH“ 
scb(ni AvisdriKtksweiBc in deni gair/ani Gebiei. der Dilbircniiialgleiebung 
regular verhallen nnd sind nae.b dein Cancby'acdien Fniidamontjilsn,iy.‘) 
in der Unigebung cinoH jedon Punktos x — a im Imiern d(!S Gebieies 
als gewdlnilicbe Potonzreiben von x — a (die nur positive ganyiC 
Fobni/ani von ^r; a> entlialtcni) darstellbar. 

fi. Dio Bingtilaron Pnnkto dor Diirorontialgloichiing. Dividitn'I. 
man (li(‘ gauze Dinerentialgleic.liung (I) diirch den Ooeflickmten von 

-i-. y{n 1) ^ ^ y ^ 0 

HO sind a.U('b die Oocdilcicnten der so transrormierten Dinerential- 
gleiebuug (2) n^gnlur in der Umgid)nng aller Punktc* im Innern (I(‘h 
G( d)itd.eH d(‘r DilFercmtialgleiebung mit Ausnahme d(*rjenigen, wo Ptd‘^0 
viO’Hcb wimlei, well dorl luindesUmH ciner dm* GoidTicienien von (2) 
mnmdlicb vvird. Die ersiertm wollen wir deHlialb reguldre, die lelzlertai 
siHguliire SMleu der J)!/}hrittiatgleichHug nennmi. NaeJi der ffir di<‘ 
Funciioneu ,pn gtdienden VorauHH(‘t'/ung l<ann man alan* aueb 

in der lJiug(‘bung (uner Huleben singularen iSielle x a jtaleii der 
Quotienteu 

Vi /o Vn 

mieli dem (laueliy ‘sidum Haiz wieder als Poiimzretilie von x — a tlar- 
siellcm, clit‘ nur gau'/a^ Poimizen nnd hckdisiens cnm^ endlivhe Anzahl 
negaiiver Poienzen eniliilli. x a ist also ITu* diejenigen di(‘S(n* (bn)- 
iie.nien, die dort nnendlieh W(»rtlen, luudi dt‘r W eierstrass’scdum Ib^ 


I) Vgl. 7 ,. 11 Ur lot, 
Park 1875. p. 141). 


I't Uouquot., 'rht‘Orit‘ doH ronciiouH elliJ»li(na^K, 


II. f'la. 
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zeichiiung nur eine ausserwesentlich singuldve Stelle ^). Deshalb 
diejenigen Stellen, welche im Gebiet der Differentialgleicliung liegen^ 
filr die aber Pq(x) verscliwindet, ausserwesentlich singuldre Stellen der 
Differmiidlgleiclmng tind im Gegensatz Herzu alle Punkte der oc-Ehene^ 
welche dem Gebiet der Differentialgleichung nicht angehoren, wesent-^ 
Itch singuldre Stellen der Differentialgleicliung heissen. 

Nunmebr wollen wir jedem endlichen Punkte der a;-Ebeiie in 
Bezug auf die Differentialgleicliung eine gewisse TJmgehung zuordneii. 
Bei einer regularen und ausserwesentlich singularen Stelle ic = a sei 
dies das Innere des Kreises mit dem Mittelpunkt a, der durch den 
diesem Punkt am nachsten liegenden singularen Punkt der Differential - 
gieichung hindurchgeht. Die Umgebung einer wesentlich singularen 
Stelle X = a dagegen sei das Innere eines Kreisringes mit dem Mittel- 
punkte a und so beschaffen, dass er vom Mittelpunkt a aus gerechnet 
der erste Kreisring von endlicher Radiendifferenz ist, der keineii sin- 
gularen Punkt enthalt, der also ganz dem Gebiet der Differential- 
gleichung angehort. Giebt es in unendlicher Nahe von x^a keineii 

i. 

andern singularen Punkt, wie z. B. bei der Function e* in der Nillie 
von x — 0, so kann der Radius des inneren Begrenzungskreises jencs 
Ringes beliebig klein genommen werden/ wahrend derjenige des ausseren 
Begrenzungskreises wie bei einer regularen oder ausserwesentlich sin- 
gularen Stelle bestimmt ist. 

Es liegt auf der Hand, dass es wesentlich singiilare Stellen gebeii 
kann, fiir die eine Umgebung von endlicher Ausdehnung nicht existierti. 
Besitzt aber die wesentlich singulare Stelle x ^ a eine (endliche) 
Umgebung, so kann man innerhalb derselben nach dem Laurent^sclieJl 
Satz^) jeden der Quotienten 


Pi ^ . Pn 

Po^ * ’ Po 

in eine Potenzreihe you x — a entwickeln, welche aber unendlich viele 
negative Potemen enth’alt. Hiermit rechtfertigt sich nachtraglich — - 
abermals durch die Uebereinstimmung mit der Weierstrass 'schon 
Namengebung — die Bezeichnung der nicht zum Gebiet der Different 
tialgleichung gehorenden Punkte als wesentlich singulare Stellen dor 
Differentialgleichung. 


1) Dieselben Namen haben bei Pucks eine anclero Bedeutung. Vgl. 
Joiirn. Bd. 68. (1868). S. 378 nncl Artikel 34. 

2) Vgl. Briot et Bouquet, Th. d. f. ell p. 158. 
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Fassen wir die vorangeliende Erorterung kurz zusammeii; so lautet 
ihr Ink alt: 

Wir unterscheiden reguldre^ ausserwesentlich singuldre und wesentlich 
singuldre Stellen der Differentialgleichung (1) oder (2). Die Gesamtheit 
der beiden ersteren msammen bildet das Gebiet der Differentialgleichung, 
Die ausserwesentlich singuldren PunMe sind die Nullsfellen von jPoC^)- 
Jedem PunM der x-Ehene ist eine TJmgebung mgeordnet^ welche bei den 
Stellen der beiden ersten Arten ein Kreis ist, bei der dritten Art ein 
Kreisring, dessen Fldcheninhalt auch Null sein Icann. Die Coefficienten 
der Differentialgleichung in der Gestalt (2) sind, sohald eine TJmgebung 
von 'X — a existiert, nach ganmi Potensen von x — a entwichelhar, Ist 
X = a regular, so enthalten alle diese Peihen nur positive Poten^en; ist 
X = a ausserwesentlich singular, so hommen auch negative Potenmi vor, 
jedoch nur in endlicher Anmhl; ist x = a wesentlich singular, so enthdlt 
mindestens eine der Peihen unendlich viel negative Potemen. 

4. Ziel der Untersucliting. Nackdem im Vorstekenden der Gegen- 
stand unserer Untersuckung genau festgelegt worden ist, tritt nun die 
Frage an uns keran, was als Ziel derselben zu kezeiclinen ist. 

Eine Differentialgleichung legt uns, gerade wie eine algebraisclie 
Gleicliiing, das Problem vor, die in der Gleichung entkaltene unbe- 
Icannte Grosse zu ergriiuden. In unserm Fall kandelt es sicb also um 
eine Grosse y, welche so als Function von x zu bestimmen ist, dass 
sie die Differentialgleichung erfUllt oder befriedigt und zwar identisch, 
d. h. wenn sie in die Gleichung eingesetzt ist, spll deren linke Seite, 
die ja dann formal nur nock von der Variableii x abhangt, thatsacli- 
lick auch von dieser unabhangig und gleich Null sein. Eine Function 
y von X mit dieser Eigensckaft nennt man ein Integral der Different 
lialgleichung j ihre Ermittelung die Integration der Differentialgleichung, 
Diese Bezeichnungen habeu ihren Drsprung darin, dass das Problem 
einer Differentialgleichung eine Verallgemeinerung des Problems der 
Integralrechnung oder besser umgekekrt dieses nur ein sehr specieller 
Fall von jenem ist. 

Der Inhalt dessen, was man unter Integration einer Differential- 
gleichung versteht, hat aber im Laufe der Zeit eine erheklicke Wand- 
lung erfahren. Wie man bei den algebraischen Gleickmigen zunachst 
nach Auflbsung, d. h. nach einem Ausdruck der Wurzeln durch die 
Coefficienten vermittelst bekannter Functionszeichen trachtete, hierbei 
bald auf Schwierigkeiten stiess, zweifelhaft wurde, die Existenz der 
Wurzeln erst beweisen musste (Gauss), aber nickt viel spater auch 
die Unmoglichkeit, dieselben allgemein durch bekannte Functions- 
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zeichen zu erlialteE, eutdeclcte (Abel) — gattz illiiilidi bier! IMuii 
suchte zuuilclist iinter den bis daliin bekamitea b’luictioiien naeli solclnni, 
welche die Differentialgleichung erfiillten. War dies lunnuglieli, so 
trachtete man, die Losung auf Quadmiumi zuriickzul'fihreii, d. h. auf 
Differentialgleicliungen ersten Grades iiud erst, or Ordiuaig von der 

Gestalt = — eine rein formale Verseliiebimg der Wcliwu'i-ig- 

Cv so 

keit. Da es aber nicht an Fallen mangelte, wo wedtir dan Fine noch 
das Anclere gelang^ warf sich aucli lucr von scdliHl. di<^ auf: 

yjGieU es clem uherJmipt immcr cin Tut(yral?^\ eiru? Fragt% diu von 
Cauchy^) in wesentlich bcjaheiidejri Siini beantiWorUd. vvurdo. lln<l 
als Gegenstilck zum AbeFscben Satz in der Algebra kdmib^ nuiti bier 
einen Beweis von Liouville^) gelten lasson, wouach das cdliptisfln* 
Integral erster Gattung niclit durcdi die bek{iniiien i<’uiud,i<jnen a.UH 
driickbar^ mit andern Worten also die eii{;s|ir(‘<'h<*nd(* DiHenuiiiaJglei- 
chung erster Ordniing im alien Simi dos Wortes nicdil. iul(‘gri(‘rl)ar isL 

So wurde die Stellung zum Diilercutialgleieluiiigs-rndilein eim* 
wesentlich neue. Wie man in der Algel)ra beule mir noeh fragi: 
^welches sind die Eigeiischaften der durcli eine beHiimndc* algelirai 
sclie Gieiclmiig definierten algebraisclieii ho „ IlV/r//e.s- 

sind die Eigenscliaften der Ikinclion^ die (tnreh eine hestimmle Difftrni 
tialgleichung defhrkrl loird':'^^ Wilhrend fn‘lli(!r vorzugHweiHc* dk Dill'e- 
rentialgleiclmngen interessierten, die man im damaligen Hinne inld*gri<‘> 
ren konnte, ist es. jetzt gerade iimgekehrt. Wo wir bekanntc^ axiditdit! 
Functionsausdrucke hdbenj ziolien wir dioBcs natilrlicdi vor and werfen 
die Differentialgleiclinng als unniltz gewordeue Schala \m Scite*, wo 
das aber nicht der Fall, da ist uns die Differentialgleiehung Helbnl das 
einzige Mittel znr Bestimmung der ihr gendgendeu bbundiou. 

Wenden wir diese allgemeine Bctrachtuiig aaf den vurliegendtm 
Fall an, so ist die Anfgabo, welclm uuh eine limuin* Inmiogmie Dilb- 
rentialgleichung stellt, hieniach die /wwfionndheon^ I "niersnrhung 
des Integrals, lem, der Inlegrcdc auf Orund der Ikdvri dtr DitlnmUal 
ghichung. 

Diese Untersnchung ist zu erbilhon mil dmu Narharis ikr Krisirti;: 
von Integralen. 1st clerselbe geliilirt, ho nind ftbdhocbm zu euiwiekeln, 
welche sowohl — wenn dien mbglieh ist die Ihnrluiuwj dry Iw 
tegralwerte fur die Werte von x m (hind der /by/;rrn//^/////r/r'Aa/e/ ge- 
statten, als aucli AufschluHS geben llher duH aHidytisehe VerlMlitu der 
Integrale in der Umgehmg aUc^' reguldren und shujidimn IlimdM-i 

1) Vgl. z. B. Briot et Bouquof, Th. <1. f. oil p. .H-r, u. ir. 

2) Jouni. do TBcolo Polytechnique, Cab. 2a. (IHa-t,) p. ;n }i. 



Einlcituu^*. 


4.1 


wil’d Hicli selir bald sclioii eine weitcrc IJntcrscheidung imter den singn- 
Uiren Ihinkten als notig erweiseii: wir werden iiamlich findeii; dass in 
gewisser Hinsiclit die regiddren Stellen mit den mmerwescntUch singu- 
Idreu von hestimmter Art cinerseits den iihrigen misserwesentlich singu- 
Uiren und den 'wesentlieU singuldrcn Stellen andererseik gegenuberstelien, 
sodass sicli aucdi die Untersnclnuig eutsprcclicnd diesen beiden Arten 
von Puiikten gabclt. Don Scbluss soli eine Imrze Betraclitung der- 
jen/igen I)ij]erentialgleic^^^^^ Ulden, tvclche nur Stellen der ersten Art 
hesiUen. 



Kii.pii)(vl I. 

Rcciivsioiisfonuol uiid (loicrminicrcHdo ^Jlcichun;;’. 

5. Eeststollung der orstou Aiifgabon- NjyJi den (dnlril nidm Mr 
orterungeu ist die ersto Aiifgube der Nacliim,^ drr l\,risli}L: run luftyntlrti 
der vorgelegten Diflerontialgleicliuiig 

(1) P (x, y) : + Pi y/" H I ■ VPJ ^ ^ • 

Darauf zieleii deshalb aiich uiisiu’t* narlisicMi ScdirHJr bin. 

Sei eine (jan^ hchicbkje regular uder .singuiar, jinlueli 

mit einer endliclicn TlmgchimiJ. Wa,H dann liitu* uml im l^dgendtui zur 
Voreiiifaclunig der Fonneln von .r* “ 0 gesagt wird, gilt liaiiiriirb liir 
jede beliebige Stelle x -- a von dta'stdlaai UescliallVnlndi ; man kann 
ja durcli die cinfaclie Traiisrortualion 

X a x' 

diesen Fall aiif jeuen. zurucktuliren. 

Da nun in dor lling(d)ung von x <lie rcMdliriml eu . /r, 

der Diirerentialgleicliung inudi ganzmi Pcd.^m/ani von j hut.Mdirrit^’nde 
Reilien sind, liegt es nalie, aiudi die liit.egral<g d. li. tiie Idundnmim, 
welclie fiir y in (1) aiibsliituieri, dioHe <Tt‘(lllen, in tl«*r fd.;/ii// 
Iteihcn zii sucben, die nach PoknzvM wu x /hrixiirtiiiit. 

Hierbei zeigt zunacliHi, (diui einlueht* IbdHTlrgnng . ila .. tuan 
uur solclie lieilien m\s Auge /ai I’a.sHim bratnlii, df*ren Hiunllii ln* K\ 
ponenten (dor Poteiizen von .r) sieli unlendnaialer nur tun tituLy Zabb-n 
iinterscliciden, (ieiiugt nilmlieh dm* l>inereniiiilgleit'liung f 1 i fiin' lualn* 
bci dor dicae Eig(3UHchafi niclit beHt-ebi^ ho kiuui nuui // /.nlrgi-n 
in eine Summe luehrerer Keilnm 

n '• Vi 4 , 

sodass etwa nur Potenzen enibillij tieren K\|»oni‘ntmi v«u! Oj , , 

nur solclie, dereu Exponenten von rc, u. h. w. nur nin gaii/e Zabb-n 
verschieden sind, wilhreiid koine der Dillermr/.en /winrlien 
ganzzalilig oder Null ist. Da nun 

F{x, fj) P(./:, r/,) 4- /'(,( , ii.j -t , 
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ish ftir (las kloiitische Verschwinden von P(Xj tj) erforderlicli; dass 
einzeln 

r(x, 0 , P(x, Va) " 0, . . ; 

demi, da die Coefficienten nur gauze Potenzen entlialton, 

troteii in jedem der letztciren Ausdrilclce nur solelie Potenzen von x 
a,uf, die in keineru der librigen vorkommen. Damit also die Ooefli- 
cienten dux einzeln eu Potenzen von x Null sind, wie es das identisclie 
Verscdi wiuden von erfordert, nuissen jene Aiisdrucke einzeln iden- 

tiscjli verscliwinden, d. li. . . miissen selbst Integrale sein. Ein 

Integral 7}^ hei dem iniHere oben ausgc^sproclienc Boliaui)timg niclit 
ernillt; ist, liisst sicdi also sbjts aks Summe melirorer Integralcn dar- 
siellen, Ixvi doren jculeiu sie erliillt ist. 

I)i(^ hV/ihen, duixdi welclie wir versindien wollen, der .Diirercntial™ 
ghncliung (1) zu genilgen^ sind dalier in der Fonn 

( 2 ) 

(<) 

anziisel,z(ni, wobid a (dne ganz bolic^bigtJ, reelle oder eoiuidexc Zalil 
ist und /.: nur (/(CHrJ.i'dhlifjc Wer(.(‘ dureblauri. Es ist iia.tiirlicli keines- 
vvegs ausgeseJilossen, dass k dubei aucli ne'galive ganzzulilige Werte, 
ja sugar uinnullicli vi(d(i sokduj durclilaiden kan n. A Hein, wenn man 
nun (2) in (li<.^ Dillereniialgbn'ehung (1) siibstituiin't und dann dit‘ 
t)ot‘niei(‘ni(ni dor lieihe ( 2 ) und a so zu bestinimen sucht, (lass alio 
( b(‘r(i(d(nil(‘n von x in dem Erg(.d)nis jdmer Hubstitution verschwindeti 
( dry nnbysHnindcn. (Jarfficinifm) , so zeigt si(ib bald, dass die 
Auslulirung (li(‘S(‘r Aiil'gabe - Avmiigstims inii (‘hnnentanm UilHs- 
iniibdn — unmbglieJi ist, sowobl wcvnn k in (2) aue.li unemllicdi viele 
negative W(n‘t(‘ unnimmi, als aueli, wmin (dntn* (kn* (Joenieiimtmi 
P{\i Pi • • Pn unt‘ndli(di vi(de n(‘gative Poknizen (‘uthillt. 

Es ist daln^r eiin^ nohvmdiyc livsiPrdnh'mujj wcmn wir nunmtdir 
aumdiunni, x - 9 svi riivld ivrsmtlich shif/nlare odcn* () yrhorr 

dem (tebhi der DilfemdUdijIelehuHij nn, sodass in der Umgebnng von 
a; ■ () (1) so g(‘s(diri(dH‘n w<‘rd(‘n kann, dass die (k)(d‘licd(!nt(m koine 

n(‘gativen PoUnr/am von x (‘nihaliim. Wir setz(m di(^ (ikdidmng 
wi(^ bald ersielitlieh s(dn wird, zur Vereinraehung (kn* folgenden For- 
meln ■“ insl)(‘son(l<‘r{‘ in die (Jestalt 




wo gewi*dndielu‘ Poienzrtdlien von x sind und fur x: 9 

nieht silmtlieh viTHekwiinkm. Die in dieser W(dse eindeutig Ixistimiubj 
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Gestalt (3) iler Differeutialgleicliung wollcn wir doreii Nonnalform Iwi 
= 0^) Denneu. 

Es ist feriier geboteH; — weil, vvio sclioii aiisgcHproclK^ii wurcU'^ 
im entgegeiigesetzten Fall tier Erfolg aiisgosclilossoii ihI. nur iiiieh 
solchen Reiheii 


( 4 ) 


n 



(k KS (if, « -■(- I , . . ) 


zu fragen, wo tier absolute Betrag voii a — (l(‘n wir aiieh VVtM'or- 
strass mit \a\ bezcielmen — oiue (mdlichc ist. Wir \volb*n 

von eiuer solchen Eeilie (4), dereii Ajil{iiigsc()(‘rii(vi(‘iit isi, so- 

dass die Eeilie tliatsaclilicli genau mit x^'^j nielii (‘rsL mit (um*r liiilu* 
ren Potenz begiiiiit, sagen, „sie (jclnh'c rui dvr Zald odvr ::h dvni Kr 
ponenten oder kurz (Ileiclizeitig wollen wir sag(ui „///>• 

lieilie 7] verhdU sich lei x — 0 lvrthmn(d\ w<‘il sie mil. dm* lu\si.immleH 
endliclien Potenz nmltipliciert fur ^ (‘inen bvaliinnilni ^ end- 
lichen j von Null verschiedenen ’Wert a,innmmt;. 

Unsere erste Hauptau/jjahe ist daber dir AuflsKvJtioHf (divr lidtyntU' 
in Beihenfornij welche sich lei dcr IdkMjvn, drni (Irldvi d r Id/Jt nidltd 
(jleichung angehorigcn Sidle x = i) bcsllmml vcrhaltvn. 

Diese Aufgabe wird in den drei ersteii Kapitidn Indiamleli. In 
dem gegenwilrtigen ersten Kapitel werden die Gloitdiungem aulgeHiolli, 
denen die Goefficimten Ck der Eeilie (4) zu gcmOgcm Iialum, wolud sich 
auch eine Gleichung ergiebt, deren Wurzcd d(‘r Anfangsvxinmtid (t sein 
muss. Im zweiten Kapitel wire! ermitt(dt, wvldiv Wnrztdn pmw Gh4« 
cliung thatsachlicli Anfangsexponenten von ciner Il(‘ih(^(4 ) Hein konmm. 
Im dritten Kapitel encllich wird gezeigt, wenu die aufgeHicdlltm Khdlimi 
convergieren, also Integrale darstellen. 


G. Die EeoursionsformoL Zur Bereclinung difr (kH4’fi<*i<mimi r 
der Eeihe (4) mussen wir diese uml ilire n (u\si(m Abloiiungmi in (.4) 
einsetzen luul den entstelienden Ausdruck ideniiHch zu Null muclnm. 
Zu dem Ende bezeiclinen wir den SummationsbucliHlaboii in t/ j<4zi 
mit s und haben also 


dx^'- 


w 




s(« — 1) . . (ji — ft + 1 ) 

» 


Ot. = i.a,. »). 


/I 


1) S. Frobenius, Cvcllea Journ. Bel. 80. (1870.) B. ;tl!i. 
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lliu aucli in der Difforeiitialgleicluuig (B) die Reilienform der Coeffi- 
eientini siclitbar zu iiiaclien, sclireiben wir 


wo 


Dann wird 


a) 

(,•=-(), 1,... a) 
(<►) 


(i = 0, I, 2,,.) 


(•'”0 r ■>]) ■ 'V .S'(« — 1 ) . . (s — n + 1 

Jmmmj MmmJ 

A it 

H"" 0 * • C‘'’ ' “i" 

A a 


+2 ' 

A a 

ode.r, vv(‘nn nuui recJilc Sciic als dreilaclie Summo HcJireibl,’) 

(f)") /'(•■'■, v) ■” + " "I' * '' 

l> / H 

/H <f, « d I, . A 
I X ^ 0 , 1 . :a, . . j 
0 , Ij ■ *1 « / » 


wob(u <laH Produki — 1) . . (n — ?/ + n 1) liir n ==- n iiaiilrlich 
1 zu Hoizeu int. Daiuli nun I\x. ij) 0 wt‘.nh‘, uiuhs der Aumlruck 

(5) odor uach Poictiizon von x geordutd* uml dann der ()o<d(ici(uit 
jed(»r (‘inzelntvn Potonz ghneh Null gCH(d.zi werden. 

Zu dem Knde Hutztni wir 


und (‘rhalien 


wo 


ssssa 4 ’^ X h 



s (s - 1 ) . , (s it + n 4“ 1 ) c; x^' , 


/i! ssK « j a 4“ 1 ? (44"^?’** 

.s « 4^ 1 , . . . , li j 


1) lilHHi iiuui did Saiuniation iibor tori uml ornotaii diirch 1, ho hai nuui 
eIho ill dtnu Hit'll <*r|{tdM’iuit 3 ii Auiidruck iliiH lO^Hultat der SubHiiintioii von x lili y 
in (B). Dkwc Function von x nemit FrohcniuH, Crollcs Journ. Ild. 80, b. %U8, 
die diarakteriutimhc Functwn der J>i/ftrentialyleichumj, 



12 


Kapitel 1. [6. 7. 

da fur 6‘ > /j pr, ii — 5 seine Bedeutuug verliert, also =0 zu setzeii 
ist, imd 

V — Oj Ij , , n, 

Der Coefficient einer beliebigen Potenz in P(x, ff) ist dalier 

y— n s—k 

(6) F,a ^-22 - 1) • • (s - w + + 1) c., 

r = 0 .s=« 

Oder 

(6^) Fkce = CtkaCa + dk ct: -f 1 -f 1 4" * * 4“ dkkCk^ 

weiin 

vz=sin 

(7) dies k — 6^{s 1) . . (s — n 4" 7/ 4“ 1) 

■j' = 0 

gesetzt wircl. Mit Hiilfe dieser abkllrzenden Bezeicliuungeii ist also 

(5^) (4 =:«, tJc+ t, a+ ii, . . •) 

(A) 

iind 

(8) F/cce = CtjcaCa 4" + l 4“ ' ' 4" dk^Ck = 0 

{k = ci, a -h I, « 4- a, . . 0 

eiu System von Gleiclmngen, welehem die Coefficienten c geniigeii 
mlissen, damit Gleicliung (3) durcli (4) identiscli erfilllt . wird. Weil 
Pormel (8) aber jedes Ch, sobald dkk^^O, durcb die vorangekendeii c 
ausdriickt, nennt man sie die Recursionsformel der Coefficienten c 
oder der Reilie (4) oder aucli die mi x = 0 gehorige Becursionsformcl 
der BifferentialgleicM^^^ (3). 

Wir fassen dalier den Inbalt dieses Artikels daliin zusammen: 
Die Coefficienten c einer sicJi hei x = 0 lestimmt verhaltenden lieihe 

Tj = Ck X^ (A- = or, a + 1 , . . ^ 

(A) 

welche der DifferentialglcicJmng (3) hei der ihrem Gehiet angehorigen Stelle 
X = 0 gcmlgen soil, mllssen der Eeatrsmtsformel 

Fka CfjkaOa 4~ + i • -j- akk^k — 0 

Oder dem ans dieser fur lc= a 1, . entspringenden Gleichungs- 
system genugen, 

7. Die determinierende Gleiclnxng. Wir liaben bis jetzt uocli 
niebt liervorgelioben, dass wir mit der Recursionsformel zugleicli aucli 
sebon eine Gleicbung gewonnen baben, welcher der Anfangsexponent 
a der Reibe ij geniigen muss. Bildet man namlich die Recursions- 
formel (8) fur h = a, so reduciert sicb dieselbe auf 
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^'a a * ^ • 

Damit also die Reilie mit der Potenz beginne, wozu erforderlicli 
ist, dass Ca 4= 0^ muss 

sein. Der Anfangsexpouent a einer Reilie iq muss also eine Wurzel 
der algebraisclien Gleichung in h 

ajck — 0 

sein, deren linke Seite wir gelegentlicli auch durcli File) 

File) EEE ^ 

bezeiclmeii. Wegen dieser Eigensebaft nennt man 

a,,~Fqi) = 0 

die m der Stelle x — 0 gehbrige determinierende Gleichung a^i- ~ F (A*) 

die m X = 0 gehbrige determinierende Function. 

Der explicite Ausdruck dieser determinierenden Function ist nacli (7) 

v=sn 

(5^) '= F\]c^ = ^rolcQc — 1) . . -“I-* 1) , 

— 0 

also, da die Anfangseoefficienten der Reihen in (3) sind, aus 
der DilFerentialgleicliung selbst unmittelbar abzulesen. 

Wir haben daher das Resultat: 

Der Anfangsexponent a einer Beihe rjj ivelche der Differentialglei- 
clmng (3) genugen soli, muss eine Wurzel der determinierenden Gleichung 

'p = n 

a,, ^ FQc) E5e 2 ^\(0) - 1) . . (X: - n + + 1) = 0 

■>' = () 

sein. 


8. Grad der determinierenden Gleichring; Stelle der Bestimmtheit. 
Die determinierende Function ist nacli Vorstebendem eine ganze ratio- 
nale Inunction von Jc, deren Grad zwischen 0 und w variieren kann. 

Ist der Grad = 0, so besitzt die Gleichung gar keine endliche 
Wurzel*, folglich existiert gar kein Integral unserer Differentialgleichung, 
das bei x=0 die Gestalt einer sich daselbst bestimmt verhaltenden Reihe 
(4) hat. Dieser Fall tritt ofFenbar dann ein, wenn der einzige 
von Null verschiedene unter den Coefficienten (v = 0,lj..,n) ist. 

1) Diese Bezeichnung hat Frobenius eingefuhrfc (Crelles Journ. Bd. 80. 
S. 318.) — PiTcha nennt dieselbe Gleichung determinierende Fundamentalgleicliung 
(Crelles Journ. Bd. G8. S. 307). — Thomd nennt die Differenz zwischen n uad 
dem Grad der determinierenden Gleichung (s. Art. 8) den char aider istisclien Index 
(Crelles Journ. Bd. 75. S. 267). 
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Von besonderer Wiclitigkeit ist der entgegeiigesetzte extreme 
Specialfall, dass der Grad der determinierenden Gleicliung n — gleich 
der Ordnung der Differential gleicbung — isi Dieser tritt nacli (9) dann 
und nur dann ein, wenn 

d. li. wenn die Reilie ^o(^) (^). x — 0 niclit verschwindet. 

Die notwendigen und Mnreicliei'iden Bedingxmgen dafurj dass die m 
x = 0 geho^'ige determinierende Function von demselben Grad sei ivie die 
Ordnung der Differ entialgleicliung, besteht also darin, dass lei x = 0 die 
Differentialgleichimg in die Form 

(10) -i a:5p„_i2/'+ = 0 

gelracM werden liann, wo 5|5o Iteine negativen Poten^en von x 

enthalten und inslesondere mit einem von Null verschiedenen constant 
ten Glied leginnt 

In (10) kami man natiirlicli aucli durch dividieren und jeden 
der Quotienten 

da mit einem von Null verschiedenen constanten Glied beginnt, 
wieder in eine gewolinliche Potenzreihe entwickeln. An Stelle von 
(10) kann daher auch ebenso gut die Form der Differeutialgleichung 

(10') H = 0 

gesetzt werden. 

Wir wollen eine Stelle = 0, deren determinierende Function 
den Grad n hat, und hei der daher die Differentialgleichung die Ge- 
stalt (10) Oder (10') annelimen kann, aus spater ersichtlichen Griinden 
eine Stelle der Bestimmtheit nennen, alle ubrigen Stellen, welche jener 
Bedingung nicht geniigen, Stellen der TJnlestimmfheit Zu den ersteren 
gehoren insbesondere die reguldren Stellen, Ist namlich x = 0 eine 
solche und ware = 0 , so miisste ja einer der Coefficienten 
pvo(u = 1, 2, . ^t)==l= 0 sein (s. GL (3)). Dann wiirde aber nacli 

Division der Gleichung durch den Coefficienten von mindestens 
ein Coefficient fur (T = 0 unendlich werden. Zu den Stellen der Un- 
bestimmtheit gehoren alle wesenflich singular en Stellen, weil bei ihnen 
die Form (3) und daher auch (10) der Differentialgleichung ausge- 
schlossen ist. Die ausserwesentlich singuldren Stellen konnen Stellen der 
Bestimmtheit oder der Unbestimmtheit sein. 


9. Specialisierung fur regulare Stellen. Ist x = 0 eine reguldre 
Stelle der Differentialgleichung, so konnen wir die Gleichung in die 
Gestalt setzen 
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(1 Ij . . + D.?/ = 0, 

wo Do, D|, . D/fe gewolinlicke Potenzreilien von x sincl und Do (0) =4^0 
iHt. Um di(3ae Gleichung in die Normalform zu bvingen, niultiplicieren 
wir aie niit a?” iind haben dann, vergliclien init (3), 

(12) Dv ^ - 0,1,.., u) . 

Sotzti man also 


(13) D,.. 

HO inti nacb (12) 

(14) 


/L 



/ 




(A r : 0, 


q,. r 


Tflr v>lj williroml iur < A qr,^ .-i^ 0 isL .Din zu dm* rngu- 

liln^n Bitdlc! x “"■• 0 gohdrigo liocurHionHrornuVl lautoi da.lim* naoh (b) 
und (H) in der l{ezeichnung dcr Oleioluing (11) 

I' n H k 

(lb) •' ^ t "^1 qi', A- .<• “ 1) • • G‘> 4 4” 1)^'.^ " b* 

»' 0 ,'j {( 


Dio (loienuiniiu'mide (Ueichung isi. alxn* nacli (3^ und (M) 
(Ki) q„„s(.s‘ — 1) . . (.s n + 1) = 0 


und hai die Wurzcdu 0, I,.., m — 1. Soizt. man dalun* iu (15) iur 
a di(‘, kleiuHic? dieser Wuradn, a « - 0, cvin, so bemerki man, dass fur 
s 0, 1 , . , , — V — 1 das Produki s(s — 0 • • O'"’ “ w -f* 4” 1) 

und rnr s > A: n die (irbsse q,,^ verstdiwindei. Dahor braiudil. 

man Hber s iinr von s •--= v — v bis s — k — v zu sununii'rmi. Di(‘ 
Ph* dic‘ kleinHi(‘ Wurzel a - i) (bn* dt‘U‘rmini»*nmtlc‘n Gli^icluiug gebil- 
d(i(n P.eeurHioii.slunmd inu dm* regutilnm Sitdlt* a; - U dm* Dinereni.ial • 
gliMchung (11) lauiei also 

•j .A ’ > »■ n 

J-lf A 1) * • b''* 4*" 4’‘’ i)^-« b. 

1= fj » » ■»> 


Man kanii din Pemirsionsforimd (‘iimr Ibdhe, widche in der Um* 
gidiuug tier r(‘gulilren Stellt* :r « - 0 der Dinermiiialgleicliung (11) 
gmibgen soil, imeh in anderer Welst* ubleitmi. Da nilmlieli die deter- 
minim'tmtb* Gloit-lmug (HI) die VVur/adn 1 kaun eim^ 

holehe Keihe iiur in tier Form: 

H u„ 1,...} 

a) 

ang«*H(‘lzt wtu’tleu. Naeh dmn Tuy lor’selien *Satz ist ubtn* daun 
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'dx^ ) x~~i) 

Um also eiiie Bezieliung ^wisclien den c zu ermittolii, brauclifc man miv 
eine solclie zwisclien den Ableitangen verachiedenor Orduimg von y 
aiifzustellen und dann x = 0 zii setzcn. Eino Ib^zieliung (l(‘r 
Art ist aber aus der Differentialgleicluing (11) lei(dit zu linden. I)iller<m“ 
ziert man namlich diese Gleicliung, die wir rniiMat den Huninnm- 
zeicliens kurz so schreiben 

V =: n 

(Z) — nacli Xj so ergiebt sieli 



J'rrrjO 


Setzt man Merin a; = 0 ntul dciugeiiiilHs 


so folgt 

(/c — V — rj ! 

V - r Btatt 

1/'*' '' 


(18) 

rr-'-A' — W 

2 2 orcof 

, “)(/.: -^,7 . 


, i ) 


Fahrt man liier fiir r durch die (Jkiieliung 

r ==: /■: 

den Summationsbnclistabeii .v oin, dor also von I- v bis n v lauH, 
wiilirend r von 0 bis l — n geht, und dividieri, (18) (lurch dcii voii 
den Summationsbucbstabon v, r unabhiln^igeii und dahcr alien (Jlicdcrn 
gemeinsamen Faldor (/c - n) ! , so wird (18) mil, dor auF anduvin 
Weg abgeleiteten Formol (17) idonliseh. 

E’er eine spiitcre Aiiwcmdmig liobon wir nocb horvor was 
oline Sehwierigkeit aus (7) und (14) abraileson isl, - dass, wonn man 
(17) in die Gestalt (8) setzt 

(Ikk-it'k—l + • ■ • • 0 , 

fikk den Faktor l{h — ^ 

(jo l)(/c — 2).. (/c — w+ 1) U.S.W. , (hm Faktor (/.■ nil, 

enthalt. 

Als riauptinbalt dieses Artikfds sproc.luiu wir aus; 

7 «« (‘incr rr-ijularm Hlelle (jvliUrhirn drimuinim „ 

den GlcicJhung sind 

0, 1, . . n -- I; 
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die mgeJidrige Heairsionsformel ergieht sich entweder mis dey^ allgemeincn 
Becursionsformel diirch Sj^ecialisierung in der Gestalt (17) oder tinah- 
lidngig von der allgemeinen Formel durch Differentiation der Differential- 
gleicJiung. 


10. Beispiele. Einige Beispiele mogen die Bildung der Recur- 
sionsforinel und der determinierenden Gleichung nocli weiter erlauterii. 

1. Beispiel: 

+ • . + • - + 515 , 2 /= 0 , 

wo Q eine ganze Zalil mit der Beschrankung 

^ ^ Q 

die 5|5 gewoliiiliclie Potenzreilien, 5Po(0) + 0 und die Coefficieiiteii 
keinen gemeinsamen Teiler mehr liaben. x = 0 ist Stelle der Bestinimt- 
lieit und fiir q — n regular, Durch Multiplication der Gleichung mit 
erhalt dieselhe die JSFormalform. Also ist die determinierende 
Gleichung 

. . {h + 1) + 5P,(0)7^. . (7^ — + 2) + ■ . 

+ ^,^,(0)Z:..(7.-p + l) = 0; 
sie besitzt u. a. die Wurzeln 

0, 1,.., ^) — 1. 

Man iiberzeuge sicli da von, dass in der zugeborigen Recursionsformel 
die Grossen 

ajih durch hQz — 1) . . (7^ — p + 1) 

ctkk-i „ — 1) . . (7^; — p + 1) 

^ 4-1 durch (7c — p + 1) 

teilbar sind. 

Piir Q = 0 nimmt die Differentialgleichung die allgemeine Gestalt 
an, in die man eine Differentialgleichung bei einer Stelle der Bestimmt- 
heit stets bringen kann; fiir ^ = n wird x — 0 regulare Stelle. 

2. Beisjpiel: 

^ 1 ) __j_ — ^ 

WO die a ^ . . a, Constanten sind, hat x = Q als ausserwesentlich sin- 
guldre aber Stelle der Bestimmtheit Da die Gleichung schon in der 
Normalform vorliegt und 

5Pq = 1 , = a^j , . , 5p, = an , 

reduciert sich die Recursionsformel, danur fiir s — h pr«,Z'~-.-} + 0 ist, anf 

Cl>kk . Ca = 0, 


H e f f t Q r , Differontialgl o i chungon. 


2 
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wobei nach (7) 

Uki = IQii — 1) . . (/c — n + 1) + /c . . (/t; — w + 2) + • • + ( 1 ,, 


Hiernaeli sind nur diejenigen c* =|= 0 mid zwar ganz beliobigj doreii 
Index eine Wurzel der determinierendeu Gleicliung 


ist. Sind also 


(Ikk == 0 




deren Warzeln, so genllgeii die mit wiUkilrliclion (Jonsiankm nuillipli 
cierten Potenzen 


der vorgelegten Differentialgleicliiing. 

S. JBelspiel: 

x(x — 1 ) 2 /"— L> — (a + ^ + l)®l 2 /'+ aft.y 0, 

worin a, §, y Constanten^ — eine selir beruhmte Gleichung, die wir, 
weil sie von Gauss zuerst behandelt wurde^), iminer als (lausi^\sahe 
Differentialgleichung citieren wollen — liat x «== 0 und x 1 als 
ausserwesenilich singuldre dber BestimmtheitsstvUen, 

a) bei x — 0 erhalt die Differentialgleicliiing die Normallbnn 
durch Muliplication mit x, Dann sind 

= ^,(a;)=i-[y-(« + /l+ l)x|, n(ix 

gauze Functionen von x ersten Grades. Also wird di<^ determini(‘r(ni(l(‘ 
Gleichung 

— JcQc — 1) — yk = 0 

mit den Wurzeln 

0, 1 -* y. 


Fiilirt man in der liecursionsformel die Siiruniation iiber v 0, 2 

aus, so lautet dieselbe 




' — 4)7 "T* 


{k 


.*•)! 


(/-■ - «) ■') . 


0 . 


W 

■worin s = h,lc — 1 ,... zu setzeu ist. Weim abor .s < /.: vcr- 

schwinden alle Grosaen infolge der Wertc von '-jii, C.r), %,(x). 

Somit erhalt man die gweiyliedrige ItecursivnsforniH 


Ck{— lc(k — 1) — k<y\ 

+ Ck-x [Qc — 1) (/c — 2) 4- (/o — ])(« 4- /J -(- 1) _|_ 0 

Oder 

CkJiQc 4- y _ 1) = Ck-i(h 4- a — l)(7c 4- /i — 1). 


1) Gauss, Werke Bd. HI. p. 207 ff. 
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b) Bei o! — 1 mussen die Coefficienten erst nacli Potenzen von 
0 ! — 1 geordnet werden: 

{x — 1)(1 X— !)«/"+ [a + /3+l— y + (a + j3 + l){x — 1)] y' 

+ a/S . 2/ = 0. 

Nun verfahren wir genau wie vorher, nur muss in den Pormelu statt 
X — 0 X — 1 gesetzt werden. 

Es ist 

1) “ i + (a+^+l)(^ — 1)? 

— 1) = a^(x — 1 ). 

Die determinierende Gleicbung wird also 

1) + + ^ 2 ( 1 ) = + + — y) = 0 

mit den Wurzeln 

0^ y — 0 ; — ^ 

und die Recursionsformel scbliesslich 

C/c IcQu -p a -|- /3 — 5^) H“ Ck^iijc -j- a — 1) (Z* -*f- ^ — 1) == 0 . 

4. Beisjpiel : 

x^y"+ a^xy'+ a^y = 0 . 

X — 0 ist ausserwesentlich singular und Stella der Unbestimmtheit ; denn 
es ist 

^ (X) = % , 5^2 (i^‘) == 0/2 ; 

die determinierende Function also 

7 c + O2 

nur ersten Grades. 

5. Beispiel: 

O 22 / = 

= 0 ist wieder Stelle der UndestimmtJieitj 

^o(^) = ^l(^) — ^2(^) ^ ^2 5 

die zu = 0 gehorige determinierende Function ist also 

d. h. von X unabliangig; die determinierende Gleicbung bat also gar 
keine endlicbe Wurzel, und es giebt in diesem Fall sicher keine sicb. bei 
X = 0 bestimmt verbaltende Reihe, welcbe der DifiPerentialgleicbung 
geniigt. . 



Kapitel 11. 

Bereclmimg der Reili(mcoefficieiitcii aiis dcr H,(M'ni‘si<>nsroi*inel 

11. Praoisierung der Aufgabe. Wir haben im vorigou KapiUd 
durch die Eecursionsformel ein System von Gleichuiigen, deiuni die 
Coefficienten Ca, . . . der versuehsweise I’ilr y in die DilTeren 

tialgleichung eingesetzten .Reilie gentigen iniiHsen, und daiuii gleitth- 
zeitig eine Gleicliuiig fur den Aiifangaexponeutini a gewonmni. Wir 
liaben aber nocli niclit untersuclit, in tvelcher sich dm (!ovf/h 

cienten c aus jenen Gleichungen hcrechnetL Insbcsomlere baben wir 
nur festgestellt, dass der Anfangsexponent a der notwendigen lledingung 
unterliegt, eine Wurzel der determinierenden Gleicbnng zu sein; wir wisHen 
aber nicbt, oh umgchehrt jeder Wurzel a dcrnclban thatsu(Mmli cino 
IteiJie gehbrty d. h. ob gerade bei diesem a die aus der liecursionsfornKd 
fliessenden Gleichungen durch einen von Null verBchiedmien Werl. von 
Ccc zu erfiillen sind, hem. tmter welchen Bedingimgcn dies der Ftdl isL 
Hier sind zwei Falle zu unterscheiden: eniwcubn- die r!l(‘i(*hung 
akh=^ hat Wurzel, welche a um cine positive gauze Zahl iiber- 
trifft, Oder sie hat mindestens eine solche. Im crsten Falk^ bl(dl)i 
nach der fiir Ic = a ams der Itecursionsformel gtjbildeten (neichung 
Ca vollig willkurlich 5 dann aber ist in koinor der unendlieh viehni 
folgenden Gleichungen der Cocflicient des hbchsten, durch (li(^H(‘ Ghd- 
chung neu eingefuhrten c Null; niithin sind alh^ diene c als eiidludns 
Multipla des ersten willkurlich bleibenden Ca ausgedrueki, niunlitdi 


D 


al- 


Ck = (— » 


wo 


a 

4’b « + ! 

0 

0 . 

0 

^'Qs-|-2, a 



0 . 

0 

— 1, « 

— 1, 


. . 


Clkcc 

a-j-l 

Of'k j ft -I— 2 

. . 

. (hk i 


1) Vgl. des Veii. Hab.-Sclirilt, Gioascn 1888^ iind Cndlon Jourii. i.M. III. 
(1893). S. 59—63. 
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11. 13.] Beroclinung der EoiliencoefficientcjQ aus cleu liecursioiisibrmci. 

Wir haben also das ResuUat: 

Id a cine Wur^el der determinierenden Gieielmny, ivelehe von Jceiner 
andcrn Wwr^d derselhen um cine positive (jan^e Zahl iibertroffen tvird, 
so (jehdrt m ihr siets eine lieike, 

Im zweiten Falle dagegen giebt es mindestens eiue Wurzel von 
a-jck ~ Oj die a um eine positive gauze Zahl ubertrilit. Wir wollen 
eine Gesamtheit aller soldier Wurzelii von = 0, die sidi nur uni 
gauze Zahlen oder Null von einandcr uuterscheiden, eine Qrup)pe von 
Wtir^eln dieser Gleichung nennen. Geliort also a einer soldion Gruppe 
an, so sei v die Wurzel der Gruppe niit deni grbssten reellen Teil 
oder — wie wir kurz sagen wollen ■— die grosste Wurzel der Gruppe. 
l)a,nn ergiebt also die liecursionsibrmel (w'cnn von der ersteu Gleichung 
(liUi - Ca — 0 abgeselien wird, weil aau = 0) fur 

h) • (X 1 } cc dh 2 , . • . , V — ’ 1,1'' 

ziinilchsi/ ein System von v a linearen honiogenen (ileichungen 
z w i s ch ern ( d ) ( m s o v i e 1 L) n b eki 1 1 1 n ten 


willirend dii^ nilchste (ileichung die beiden neueu IJnbekannten cv und 
r,. ( I einfillirt und von dieser an der (bieilieient des hoclisten c nie- 
inals mehr verschwindet. Es bleibt deinnacli Cv vollig willkUrlidi, 
und von 6V-i.i ab sind alia Ooeflicienten c lineare homogeno Kunctio- 
neii der Grbssen 

e,( • • • ('v • 

Es ist nun die kbaige, oh jeucs Hys(em von v - a (Ucidmngan ein 
andfO’cs Lostingssi/sfem besitd als d{isjcnigc, bci dem (die 6*,^ ... 0 

slndf und spe^iell ein sole/wSj bci (hm Ca 'niald mdumclig gleiclb Null isL 
Die notweuiligen und hinreichenclen Hedingungen hierfiir zu er- 
mitt(dn, ist die Aufgalie der jetzt Iblgenden Untersuchung. 

12. Einruhriing von Bozoichnun gen. lb‘/.ei(‘lnien wir die von (dn- 
anthu’ v(‘rs(‘hiedenen Wurzeln der (Jruppe von a bis v niit 

re, ft, y, (), . . ., A, g, n, 

wo also jiule nni eiin* positive gauze Zahl grosser ist als die vorher- 
gehende, ho lauttsi das zu untersuchende System linearer hoiuogener 
Gleichungen 



22 
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0 = aa-\-l,aCa + 
0 = C(/a-\-2^a^a + 


0 = Oj^ — IjOc^fx Hh * • • • • "4" I 

0 == a^,aCo. + + a^^^ic^~A 

0 == a^+i,ccCa + +.«.^4.,,^_|fi^-I + «/V| l.,->'-| <'>-'l ' 

0 = Clv+l,aCa + "I” «y—t,r—l^r~ I 

0 = a,.«C« + +«r.,-lC.' I 


Oder kurz gesclirieben 

S=^k 

^ 1 ) 0 g= 'I *» I ' ‘ ? 

.V= ftf 

wobei 

= (Xiy y == C(n]()' = * * * •”■= ~' ■ ^ ? 

alle andern a^i aber von Null versclueden sind. Eh int zu uuter- 
sttchen, unter welclien notwendigeii und liiureicliondeii Hedingungon 
speziell Ca -willkurlich bleibt, also nicht notwcudig gleich Nall gesoizt. 
werden muss. 

Es ist Idar, dass, wie das Verscliwiadea voa duit aoiwtaidig 

war, das Versdiwiiiden aller Grbssen 

a/ca a’ = /e, (H” • • •! »') 

unter alien Umstiinden hinreichend filr die Willkurli(dikeit von (\i isi. 
Dies wiirde aber cine Lbsung des Problems ;nur fiir (dnen ho H|)(‘zi(dltm 
Fall bedeuten, dass wir nacli Bedingungeii von imdirHagendefn Inluill' 
forschen miissen. 

Zu diesem Zweck fuhren wir nocli einigo abkilr/crndt; Hezcdeli- 
nungen ein. Das Gleichungssystem (1) werde mii 

8a V Oder kurz 8 , 

die zugeliorige Deterininante, gebildet aiis den Ooofficienl(‘n von 8av^ mii 

Dav odor kurz I) 

bezeiclmet; allgemein sei 

S(,a und B^a 

das System, bezw. die Deterininante, welchcH aus 8 (Ix^zvv. uuh /)) 
entstebt, wenn a durch p, v durch <; orsetzt wire! und dabei p mjvnd 
eine der Zahlen oc, |3, . . ft, 6 irgend eino der Zalilen /J, y, . . /r, a, 

die grosser als p, bedeutet. 



Berecliiuing der Eoihencoofficieriten aus der EticuraioaBlbrujoi. 
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la.] 

Hieruacli ist zirnriclist D, die Deterniinante des ganzen Systems 
Sj als Produkt einer Anzalil voix Unterdetermiiianten darstellbar, 
uiuiilicli 
( 2 ) 

In 1) nnd in alien ITnterdeterminanten jeder Ordnung derselben 
isi non jede Zeilo durch den ersten (/c), jede Colonne durcli den 
zwciten Index (s) cliarakterisiert, Wir wollen deslialb Icurz von 
jjZcile und ^jColonne s])reclicn. Dann bezeiclinen wir die Deter- 
niiuantc, die aiis Day durcli Fortlassung von Zeile /3 und Oolonne /? 
(uitstebt (d. 1i. durch Fortlassung der beiden lieilien, wehdie sicli an 
der Stelle dcvS Elcmentes kreirzen); init 

Da(^i) y *, 

(lie lleterminante^ die aus durch Fortlassung von Zeile und Oo- 
lonne y tniisiadit, mit 

u. s. w.; 

alinlic.li (lie. Determinant', wehdui aus durcli Fortiassung der 

Zculen und ( loloniKvn /i und y enl.steht, niii 

I \t {{{)')<) 5 

die HUH D^t durch Fortiassung der Zeilen und Oolonnen y und d ent- 
steliendc Deierminanie mit 

'vv.; 

u. H. w.; endli(di die Det'rminantc, die aus Duv (lurch Fortiassung aller 
Z( 5 il(m und aller Ooloniuvn /i, y^ entsteht, mit 

Da(^i Y ... in ) y • 

Ini (Janzcm bilcleu wir bo das folgende By stun von Determinanten 

TKi, 

Dtt[^)y D^y 

lKt(y!y...u}y ^^yHyi) ...fi) y I ^yi^ t ...iny (^ .../<)•’ * * * 

Endlich scvizim wir noch die luudi V oraussetzung von Null ver- 
H cl i icM 1 1 ! u ( m P r 0(1 u k te 

1) V(‘rgl ibiltz(M', 'rbiM>ri(^ und Auwcndung der Detornananion. 5. AulL 
iwBi. § 4. e. S. :i:i. 




[tii. i;i. 
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(4) 


<e-f-2 • • 

. . 1 ■ 

. . Cty — JL, y— 1 . 

- 

((i + 1 • + /'d-S • • 

. • V t ■ 

•41 • 


Sollte (labei eine der Differeiizeii 


ji — y — P,' 

gleicli der Einlieit sein, so tritt nticli (4) die (‘iits|)r(Hdi(‘H(l(‘ (irbsst^ 
A gar iiicht auf^ wir wolleii aber die liezeicliiiung aueh tdr dieseii 
Fall beibelialten unci 

-4^0 = i I 

setzen, wenn 6 zwei aufeinander folgeiide der Zahleu /i, . ft, 
sind imd o’ — ^ = 1 ist. Alsdann liabeu di(^ lblg(‘nd(‘u (iroHseu 


-4 cep' 




Acifi . A^iy 


Aa(S '■■■■ ■ 

4{e^ • A^y • /iy(\ 


>4tei/ 

4(jep' . A^y . Ay{) . . 

. 4 I fl V 


ill alien Filllen eine wolildefinierto Becleutung und sind von Nntl 
achieden. 


13* Ersetz’ang des Systems S durch oin audoroH. Das Dhd 
cliungssystem S ist nun derart^ dass die (Jleicliungen 






, ---= <* 

((5) 

-Z'V+i, 

« = o, . . 


, „ = 0 



O 

1 


, „ = 0 


nur die von ilmen neu eingefiibrte Unbcdviuinto c, denui ( ■oeriicieni 
=4=0 ist, durcli die bezw. voraugelieiulen der (frbssen 

• • • (\t( 

ausdriicken, liber Ca also niclits auasagen. Wir sireben (b^slmlb zu- 
naclist darnacli, das System durcli ein lUulcreH zu ersidzen, w<dehes 
nur iiocli die Dnbekannten eutluilt und ITir iUmm Werii^ d(‘m 

System S aqui valent ist. 

Zu dem Ende tassen wir ziierst von dom giuizen Syntcnn H (nlta- 
Sav mir das Teilsystem Sa^ in^s Augo, d. In die Gleiehungeii 

+ a = 0, u 0 , . , . , X t) , 

Sind nun 
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die Adjuncteii dor Elemente der ersteii Colonne in der Detenuinarite 
«odass insbesondore 

int, so besteht die Ideiititrit 

(7) 1, (X -f- -f- * • ‘ "1“ ^ 

Suclit man niunlicb links die Coefficienten von c^, 6V4.1 , . 
so aind dies l)ctorminant(‘;n, deren erste gerade 1 )^^ iat, wahrend in 
alien iibrigen je zwei gleiclie Colonncn (nainlieli bezw. die imd 2^'^ 
imd u. a. w.) vorkonimen. Die Identitat (7) lelirt; dass nicbt 
mir die Gleiclumg 

(8) = 0 

(vine l^'olge dos SystKiniH iat^ — denn wenn die (lleiclmngen des 
Systems orfilllt sind, verschwindot ja die linke Seite von (7), — 
sondcrn auch imigekehrt, weil =f- 0, die Oleicbung 

7^;v. - 0 

eino J<\)lge der Gleicliungen 

1,1. " 0 und (8) 

ist. J)as Tcilsystcni ist daluT dmi Hijskm dqidv(ile}il, welches aus 
hSaft oUslcht, loom die Ulcichung =“ 0 durdi (8) ersetd loird. 

IJetrachten wir nun das Teilaystoni von in deni wir nns 
abi‘r die Gloicliung Fpia “ G schon durcli (8) erseizt denken und die 
lelztero, woil sic aclion die gewiinaclite Form hat, dass die 
(.s* ( «, /j, . . |u.) nielli nudir darin vorkommen, auslassen, so liandelt 

(‘s sieh also jetzi uni di(^ Gleicliungen 

I 1 , <r G , . . , j 1 ( ) 

Sind nun 

dfK-j. I , y- , . . . , y 

d^! \ I , J. , . . . , dy .,1, .. , dyy 

(Ii(‘ A<ljuneien der Elenunite der m'sien (-olonne der Deterniinanie 
/),r{,v)y^ woliei insbeHondere 

dyy I ’ -’b«y f G , 

HO besleld di(‘ wic* (7) zu beweiBende bbuiiitili 

(7') r/n-f.J, yFa I 1, U + * ' “h di -I, yF’f^i^ a + ({i] U y Fi [ ■ 1 , + — h 

■"'I** dyy I*yii; Ctt i ' C-yf JI ^ J y . 

Die.se lelirt wiedmiun, dass niclit iiur die Gloichung 
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(8 ) (^a ^a{^)y jiu ^ y 

eiiie Folge der Gleicliiingeii (9), soiuleni aucli unigekebri, da ({yy ( 
die Gleichung Fya = 0 eiiie Folge dor ilbrigoii Oloicluuigou (9) mid 
der Gleichung (8') ist. Das System der Gloichungiui (9) ist dalu^r 
dem hieraus entstehenden System, w(‘ini Fya *= 9 durch (H') (‘r.scdzi 
wird, aquivalent, folglich auch, werm 3uan zu (9) (lit! forigtdaHHt^iu! 
Gleichung a == 0 wieder hinzufiigt, das SysitMu dt!in lutu-uus 
durch Brsetzung von Fya — 0 durch (8') oiilsiehmultm SyBltmu Vt‘r- 
bindet man hiermit uoch die vorang(!gange.no, aid’ l)czi1gIi(‘JH! H(‘- 
trachtung, so hat man das llesultat: das System Hay ist dem Hyslem^ 
welches Meraiis entateht, wenn Glcichumj 

Fyia == 0 durch ( 8 ) md Fya -= 0 dnreh ( 8 ') 
ersetd wird, liquivalent 

So schliesst man weiter, indt^m imin lad (hmi iiachst grbsstu’cn 
Teilsystem Sad die Adjuneten der Elcinenie tier ersitm Gtdonm* von 

Fa{^y)d 

benutzt u. s. w., schliesslich bei dem ganzeii System Hav die Adjunt' 
ten der ersten Colonne von 

* 

Auf diese Weiae wird das System S aquivalent erBotzt dureh csin 
System, ^velches aus S entstcht, wcim an Stollc von 
F^a = (\ AV,, - n 

bezw. die Gleichungen treten 
( 0 = Ca • Fa ^ 

0 = C(X Fa ((^) y d” F^y 

0 == Ca Fa((jY)d :h F^(y)d ! ey/iay Fy,) 

0 = Ca Fa(ii.,nt)v fh (^/y -4, r ^ I' !••••• I ()i A„ ,t Fu i \ 

d. h. das System S ist dqiiivalcnt dem System der (lleieliHuyen (9) uad 
( 1 0) msammengenommen. 

Da nun abor die Werte der CoeiTicienten wmin sic 

gemiiss den Gleichungen (10) berechnet sind, (lurch dii! (iloirhmtgcn 
(6), wie schon oben bemerkt, gar niclit imdir alitudmi wt'rdmi, ho 
kann man als Haiiptergebnis dieses Ariikels auHspn^clum: 

Fur die Werte der Coefficicnfen c«, ist das Hysiem der 

Gleichungen ( 10 ) allein dem System S dqumdent ‘). 

^ ■ 1 ) Den bier gegebenen Bewois diesor A(j<iuival«‘nz vtirdmiki di‘r Vrtl. riarr 
Mitteilung des Herrn Paseb. 



13. 14.] Bereclmung der Ileilieneoefficienten aii8 dcr Iteciiraionsformel. 
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Hicraiis zielien wir iioch die Folgermigen, die sich ebenso ud- 
inittelbar ergeben, -vvio die entsprecheiide Bemerkimg m Aiifang des 
ArtikeLs 12 in Bezug auf das System S: 

Das Verschwimkn von Daft ist eine stets noiweruligej imd das Ver- 
schwinden von Da/i, Da(fi)Y, (//..,(/)»< dne Griippe stets liinreiclamder 
Bedingmgen dafilr^ dass Cu wiUkdirlich UeihL 

Ersieres li’atte man iiatilrlicli aucli daraus erscliliessen kbnium, 
dass oline das Verscbwinden von bereits das ersi.e Teilsysteni 

fdafi nur die triviale I/dsiing besiizt, bci der alle = 0 sind. Wir 
bcmorken nocb, dass die Goeflicienten der e in ( 10 ) abgesehen von 
den A gerado die in (8) zvisammcngestellten Doterminanten sind. 

14. Bio iiotwondigcn mnd hinroichenden Bodingnngon dafiir, 
dass zu oinor Wiirisel dor doterminiorondon Gloichung oino Roilxe 
gehdrt. Die soeben ermittelto notwendigo Bedingung setzen wir nun- 
mobr als erfdllt vorans und selion daher von der erston dcr (Bei-* 
elmngen (10) ganz ab. Dana bat man aber in den iibrigen nieicdmngen 
(10) ein Rysbmi von abidicber Form wie (1) odor fy und, wcom 7)^, ,,~0^ 
sugar ein vJVllig analoges. Ist aber so kann man die letzie 

d('r (Jleicliungon (10) einfacb fortlasson — gerado wie ganz zu An- 
fang die (lleicliungen = 0, ^ 0, . . . — weil sic liber 

Cut nicJits aiissagt. I)IeH(‘lbo Betrucbtung kiulpll sicli dann an dii‘. 
vorletzto der Qleieluingcui (10) u. st w. Sind nun samtlichc Deter- 
miruintcri 

Ihfl) • M '4”” 

so Ideibt von d(‘ni ganzen ByHleni (10) nitdiis mebr tlbrig ausser der 
(‘rsten (Jbde.liung, und r//o slels notwendige Bedingung 

Isl in diesem Fa He allein aneh sehon hinreJehefuL 
Andernfalls sei etwa 

Dat 1 

von aiiH gerec.bnet, di(! crate jener Detcrminanttm, die verscdrwindet, 


HO Indiillt 

man 

von (10) 

nur di(; 

(Jlrid 

liungen 



0 


1 e,iA,, 




(1') 

1 ) "1 

Cfi 71,j. cj 

1 r,A.. 

f V Di(Y 

..oui 1 ••• 

{ ii 


i 1 .vr. 

^ tl f 

1 ei 

•y Dfiiy. 

.<0f 1 * ‘ ■ 

1 (<0 


bet und bcHifzt in ibncn also t‘in dem SysOnii /S' vidlig analog gcdiauics 
Hyattun, tbiH wir luit H' la^zciflmcn woUen. 

Mit dicsmu System H* veriahren wir nun genau wie vorber init 
S'; wir ersclzcn daiiHcllic dure.h ein in Bezug auf und diejenigen 
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andern c, deren Coefficient in dor sie nen oinliilirenden Clcicliuno' von 
S' verschwindet; ilquivalentes System, welclies also ziLsanmien niit 
Gleicbung (8) in aid die 6*, die es nocli entlnUl, dciu lUHpiiinjjji™ 

lichen System 8 Equivalent isi Dieses System lielert vvietler (‘ine 
notw-endige Bedingung der Form 

dann bildet man ein System 8" u. s. w*, bis man zu (fimmi Sysiimi 

gelangt, welches nur eine einzige notvveudige uiid * f‘ilr di(‘S(‘H 

System — zugleicli hinrcichende Bedingmig lielert in (Jeslali eint'r 
Gleichung 

Wegen der Aequivalenz der samtlichen so erhalieiuML (deudmngtai 

(11) = 0 , 6V D' = 0 , . . , c. /)(-) ( ) 

mit dem ursprnngliclien System 8 in Bezug auf i\( slcllen die (tlee 
clmngen 

(12) D«^=0, 1)'=- 

die notwendigen und Jiinreichendcn Bedingungen dafiir dar^ dasi^ cv with 
Uirlich VleiU, d. h. dass m a thatsdchlich eine Jtcilie geliort 

Das System wird abor nach eincr cndlichen Anzahl {m) von 
Operationen erreicht, weil bei jedem Scliritt von (‘inem SysUnn 8^^^ 
zu die Zahl der Gleiclmngcn sich inimlesiens um di(^ Uinlndi 

erniedrigt. 


15. Die willkurliclion Constanton dor Boihon, lh‘i dem HiHO’ 
gang von dem ursprilnglichen System 8, welches die IJnbekannbm 

enthielt, bis zu dem fur die Boreclinung von e,, sehlitvsslich an seine 
Stelle gesetzten Systerh der Gleiclmngen (11) sind a.lso mieh uml nach 
samtliche c ausser Ca aus den Gleiehungen aaisgofalbni, jedoeh atd’ 
zweierlei wesentlich verschiedene Art: die einen, \V(‘il sie sich entweder 
schon zufolge dem System 8 oder 8' oder einem der Hpriietam nur 
durch die vorangelienden a ausdrilckten und deslmlh dit^ Gdcicluuigeii, 
die sie einfiihrten, einfach weggelassen warden konnten, — <lie audf*rn, 
gerade wie Cv in dem ursprilnglichen System 8j weil nm in <d!iem der 
an Stelle von 8 tretenden Systeme erst in der letztcn Gleicliung auf 
treten konnten, durch Verschwinden ihr(‘s Coeffieienttm alH*r ihatHilch" 
lich von selhst aus dem ganzen System auslielen. So verhielt es sich 
z. B. in dem System (!') oder S' mit tier Unhekannten e,.. J)kse 
leWeren c Ueiben also auf Grund dcs Systems 8, d. h. nach der Ilrrur- 
sionsformel willlmrlick Da diese Eigeuschaft uatilrlich dadurcliy duss 
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wir (leni — wenn dasselbe willkurlicli ist — den Wert 0 bei- 

logcn, niclit beeinfluast wird, so erhellt, dass zn jedem Index der in 
cler Iteilie 



willkurlicli bleibenden c ebenfalls wic zu a tbatsilclilicdi eiiie Reibe 
gelub’t. Ill dor That ist es nicht scliwierig, aber fur iiiis nicht inelir 
notwendig, /ai zeigen, dass, wenn z. B. wo £ eine der Zahlen 
Py 7; . iti-; ciner der in der Reihe fj aus dem oben angefilhrten Grund 
willkiirlich bleibenden CoelXlcienten ist, das schlicssliclie Ausfallen von 
Cn aus den Systeincn S, S'j . . gerado dadurcli bewirkt wircl, dass 
die Uedingnngen (12), statt filr a fiir e gcOiildet, eriullt sind. Unsere 
Untersucliungsnieiliode beantwortet also niehr, als wir anrilnglich ge- 
fragt batten: wir besltzen nicht nnr die notwendigen und liinreichen- 
don Bedingungen (12), unter denen zu a einc Reibe gelibrt, sondern 
wir erfaliren bei Anfstellung jencr liedingnngen gleiclizeitig, welcdie 
(]otd'iiciente:n in d(‘r zu a gebbvigen Reibe willkiirlicdi bleilx'u, odor — 
init anderiui Worieu — zu wekdnni grbsseren Wurzeln der Grvippc 
a.uss(‘.r a Reilien gebbren. 

Nehnicui wir daber t'iir a die W'nr^el der (irtippc mit dem Idemsten 
reellcn TeU, so ist also init dor Durchfiilirung der Untorsucbung filr 
diase scbon die gauze Frage orledigt, d. b. wir kennen bercits sllmt- 
licbc Wurzeln d(U* Gruppo, zu denen Reiben geboren. 

Verstehen wir nun nnter die kleimfe Wurzel der ganzen Gruppe 
(d. h. (li(\jeiug(^ niit dem kbnusbni reellen ^Ikul), m weleher cine Jteihe 
(/eliorfj und siuen (‘iwa 

und n 

(lie Indices (bn* in den* zu gehbrigen Reibe 

0 ) 

willkiirlich lihdlxmdim c, so ist nacb der RecurBionsforniel jedes andere 
Ck ebiv Uneare homoyene Function der tvillhiirlich bleiheMden CJoefflcuMlen 

Ctjr, efi^ Cy^ . . . (’i,^ Cy , 

bezw. nur diu'jonigen von diesen, die ilun scbon vorangehen. 

H(‘z(‘icluum wir, um dies bervorzubeben , filr den Augenblick das 
Integral y selbsi als lineare homogene Function dieses Coeflicientcu 

(13) 7] L{C(Xt 7 

BO ist fj oflenbar di(‘ (dlyvnwimtv von der Jteetirskmsformel, yelielhie 
Jteilie^ in weleher die Fxponvnlvii Bumtlicher (wftretenden Polevmi von x 
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[15. Ki. 


sich von den Wiirzeln der letracMeten Griqype mir um gansc odor 

Nidi unterscheiden. Da aber fiir eiiie soleliu lirieare lioiiwgme Fiuiciioii 
die Identitat bestebt 

( 14 ) L (Ca^ Cv) r:r : 

L (Ca^ , 0 , . . ; 0) + 1/ (0, 0 ; . 0) + • • + -L (0 , 0, • . ; 0; 6*, ) , 

SO ist es vollig gleicliwertig, ob iiiau mit cler allgoineinsicii lldiUi) 
(13) Oder den partihuldren iieihen, die aid* dor rc^clitcn Hoifce von (14) 
ersebeinen, weiter operiert. 

Den wichtigen Inbalt dieses Artikels iiml ziigleicli die liaupt- 
ergebnisse des ganzen Kapitels fassen wir folgeuderiuassen zusammen: 

Sind ccj y, - • ^ die sdnitlichen von einandcr veK^chmlencn. 

WuTBeln einer WnrBelgruppe der determinierenden Glcickmujj in di(\s(:r 
Folge so geordnet, dass die rcellen Teile skfs tvachscUf so liefer t die Re- 
cursionsformel stets cine m der grdssien WnrBel v gehorige Reihe^ deren 
Avfangscoefficimt wUlkilrUch hkihlj wdhrend (die folgmdcn (Jinffudenlen 
Multipla von ihm sind. — Die ’Bedmjimjen (12), fur die Meinsk WnrBel 
a gebildet^ Beigen^ oh auch bu einer odor mehreren^ bezw. Bu welehen der 
WurBcln a, j3 , . cine Reihe gchort Ist dies ekva bci dir 

Fall^ so bleiben in der bu gehbrigen Reihe noch die Coefficienlen 

willkurlich, wdhrend able ubrigen e linear und hmwgeu in dksen shuL 
Diese Reihe ist die aUgemeinste nach der Recursionsfannd bu bihknde^ 
deren Ex^onenten sieh von den Zdiden der WurBclgrupjH^ v nwr 

um ganBe Zahlen unterscheiden, 

16. Zwei extreme Speoialfalle. Obwobl wir ini Vorangelunn^a 
die fiir das gegenwiirtige Kapitel aufgewort'ene Frage bereiiH ganz 
allgemein gelbst baben, wollcu wir als besonders beniorkeiiHwert noch 
zwei einander extrein gegenuber stebende ypeciainUle ausdnlcklicli h<‘.r* 
vorheben, deren einen wir in Artikel 14 schon ililchiig ben’Uiri baben. 
Wir fanden dort: Weun die Deterniiiianteu 

sind, ist die eine Bedinguug = 0 allein sclum notwendig luid liin- 
reicbend, damit zu a eine Reibe gebort. 

Wir konnen die Voraussetzungen bierfar noch andern auHSprfH-lnnn 
Wenn namlich die obigen Determinanten nicht Null sind, kann zu 
keiner der Wurzeln 

/J, 

eine Reihe geboren, weil ja das Verschwinden der Dotenninanlc^ 
etwa eine notwendige Bedingung daltir wan‘, dass zu q eiint Iteihe 
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3. — Aber auch umgekelirt: Weiin zu keiner der Zahleii 
,, ft eine lieihe gehort, mussen die samtliclien Determinanten 
I)^y y Dy Dfxy =|= 0 

Ware namlich. von aus gereclmet, die erste dieser 

riinauten, die verscliwindet, so wiirde ja nacli dem in Artikel 14 
lenen nnd soeben in Erinnennig gebrachten Satz dies sclion not- 
^ und hinreicliend dafiir sein^ dass zu q eine Iteilie gelibrt. Also 
ti wir jenen Batz aucli so aussprechen: 

Vann — - ahgesehcn von der grossten Wur^e.l v — zu keiner der 
ibiy derm rcelle Telle grosser sind a Is der von a (/i, 5/^ . ^i)y erne 
gehilrty oder — was sich damit dccht — wmn die Dderminmileii 
, • • , 0 sind, so ist die ciuzige Bedingung 

I>a^ = 0 

idig find hinreichend dafiir^ dass zu a eine Ileihe gehort. 

'ritfc dagcgen dei' entgegengesetzte Specialfall ein, dass zn alien 
‘In pj y,.>j Vy deren reeller Toil grbssivr a, Is der von a ist^ 
{.(dhe gehbri.j so folgi zunaclist das V(vrs(*h winden von .D^tvy da 
/"oraaisseiznng zu eine Iv.eihe g(‘librt. ljildtd» man duin das dem 
n (10) enispre(iliemle Bystem liir Xy so luitet es 

0 (l^ " I ^ G^t j\Xfi Bi^iy 5 

(u* ^ 0 und nacli Voraussetzung zu X eim^ Ileihe gehort, 

LUCll 

Jh}t = Bx(ft)v ®=* 0 

V. l\)Iglieh redueienm sie.h in diestnn Kalh^ di(^ rechteu Beiten 
loichungen (10) aid* dit^ (llieder mit e^e und dus Verscliwinden 
(iron samtlichen (Joeriicienten 

J)(( ^ y Ba ) / ) • • ; dKt iji ..,fi)v} 

‘H eine Oruppe stets liinreiehender Bedingungcm abgab (s. Artikel 13 
diluss), ist bier aueh nolwendigy damit willkilrlich bleibt. 

Vir liaben also als (Jegensiilek zu dem obigen Batz: 

Wenn a eine beliebige Wurzel der (iriippe und zu alien Wurzeln 
icn mil grussereni. rcellen Teil eine lieihe gehort ^ so slnd die stets 
ehenden Iledingungen (das Versehivinden der Beierminanten in der 
(olonne dvr Tabetic (3 i) aueh scmllich notwendig dafiir , dass zu 
Jleihe gehort. 

Hermit sind wir aneJi umniitelbar im Besitz der Bedingiingen 
, dass zu jedcr Wurzel d(?r (Jruppe eine Keihe gehort. 1st nilm- 
t die kleinste Wurzel d(‘r Gruppe, sodass 
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a, /5; • *; 

samtliche Wurzeln derselbeii sind, so bostelion jeiie Bodiiigiuig(in naeh 
deDi soeben ausgesprochenen Satz in dem Verscliwiriden sjuiitlicdiar 
Determinanten (3): 

Sind a, jS, . ft, a/ dk sdmtUchen einer Onippe, so he- 

steTien die notwendigen und Jiinreichenxlcn Ikdwgungcn ddfiir^ dass 
jedeT von ihnen cine HciJic gelidvt^ dem \ evsdvwinden (to* slimlliehvn. 
Determinanten 

Da ^ 

Dai^)yj 

Da([i v j * • “ l ^)* 


17. Anweiidung auf regulllre Stellon. Ini Artik(d 0 luibon wir 
gesehen, dass die zu einer regiililren Stellc gehorigt^ determinieri^nde 
Gleichung die Wiirzeln 

0, n — 1 

bat. Alle n Wurzeln bilden somit eine einzige (rnippe; zii jcder der- 
selben gehort aber eine Iteilie. 

Bilden wir nanilicb das GleicliimgSKsystem S des Ariikid 12, indeni 
wir fiir a die kleinste Wur/el 0 der (iruppe einsetzen, so lautid, 
dasselbe 


(15) 


0 — H” ^11^1 

0 — a^QCQ “f . 

, 0 = — 1 , 0 — 1, 1 — 1 , 2 + * ’ " 4 " — 1, n ~ 1 f 'n J - 


Da nun, wie wir schon im Artikel 9 hervorgelioben habeii, 


a/ch diirch JcQc — 1) . . . (k — n + 0 
1 ?j (/c — 1) . . . (k — n + I) 


durcli (7c — w + 1) 

teilbar ist, so sind die samtliclien Coefficienten (hs im System (Ibj — -0, 
d. h. Cq, Cj, . . Cn^i bleiben willkurlicb: 


1) Mit diesem Eesultat kann man z. B. die znerni von Fuoha (CrulleH Jouni. 
Bd. 68. (1868) S. 376—378) aufgeatellten Bedinguiigim ffir die gleiclui Frag(*, ho- 
wie die von Frobenius (Crelles Jonrn. Bd. 76 (1873) 8. ii‘24— 226) vcrglt‘ic;h(‘n. 
Zii der letzteren Vergleichung siehe auch des Vorfassera Jlab.- Schril'fc 8. 31. 32. 
— Der bier erst lernende Leser wird allerdings vielleicht jetzt nocb nichi di('. 
Identitilt der dort und bier bebandelten Pragen crkonnen kOniieu. 
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Dei einer reguldren Stcllo geMrt m jeder Wurml der Gruppe 
0, — I eine Iteilie/ odor — mit andcren Worten — gehort m 

0 eino Jteihej derm n erste GoefficioMien wiUkurlich hleihenj wdhrend alle 
folgenden sieh linear tind homogm diirch diese ausdriicJcen, 

18 . Woitoro Boispiole. 

/. Jieispiel: Hoi ( 1 (‘ih in Artikol 10 als erstes beliaruloltcnn Hoispiel 

* 7 ;'^ + . . + + . . + = 0 

beHiiss (lie (loterniinier(ni(lo (Jleicluuig ii. a. die Wurzelii 

H woollen, nun vorausselun, dauu unter den n — () ilhrigen WurBeln 
koine vorhnmne, die gleich ehner gansen Zahl > q — .1. id. 

Daiiu Iblgi. auH oiiu^r Hcdion ini Artikel 10 gemacliten Bomerkimg 
abor (lie (JrbHHen akkj i geracUi wie im voran- 

g(di(ai(liMi Artikx^l bdi (viner rcigulilrcni dass m jeder der Wnrzeln 

0, •* I eine lielhe gehdrL 

d. lieispiel : (itauss^s(‘he Dinennitialgbniiluuig 

.r(.r 1)//" Ir \)x\g'+ 

(h. ArL 10) lull. b(u :i: :" - () 0 mid 1 -y aln Wurzidii (bvr deieriuinic!!- 
nnidoa (iloioJiung, vvcdclu* oiue Gruppe bildim^ nrvn y gan^rjaldig odor 
0 id. 

a) y sei cine negative game Zakl oder NulL Danii isi I — y die 
gr()Hs<‘r<‘ (l(‘r IxudiMi Wurzedn, zu d(*r alnn ininnir Itidhe gidibrt. 
Ms iVagl. siidi, unl.in* widelnui Ib^diiigungen au(‘h zu d(U‘ VVurz(d 0 dmi) 
(due sobdio gidiind.. 

Da di(‘ li.(‘(nirHionsl’(jrnud 

Ukk OV. I ““h ^hkCk | j . I jf. » , 0^ 

lanUd., so vvird das HynLom G bier 

( ) r r/.,j (\ 

0 / O’ ..y, 

0- ■ iv 

und di(» D(‘iornununlo /)o,i 3, tbuMui Vcn’schwiiubui liier allein not- 

wondig und hinr(‘irlH*nd isi, wird 

. a.,^ ...dl «/H« H- 0(/^ +■ 1 ) • ■ ■ («: r)(l> ?')■ 

Dainit di(‘H«*r Ausdruedv vors(divvind(‘l, muss also a odor p oinen dor 
Worit* habon O^ y. 

I> jlhii’tiuliiilgluusiiungru H 
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b) y sei cine positive game Zahl, deren Wert jedocli > 1 sein 
soli, da wir sonst zwei gleiclie Wurzeln hiitten (was sich spater erledigon 
wird), also iinsere jetzige Frage gar nicht aiifwerfen koruiten. In 
diesem Fall ist 0 die grbssere Wurzel, zu der siclier eine lleihe goliort. 

Urn zu entscbeideii, wann aucli zu 1 — y eine solclin gehort 
bilden wir das System S, welches jetzt lautet 
0 = 6Z2— /, 1 — y a2 — )/,2~y<22--y 

0 = ^3 — y, 2 ~ y ^2 _ + ay - y — y (?y --- y 

0 = 2 “f“ a c. I 

0 == (fo, » I i 

und dessen Determinante 

Dl^y,0:^ y, l~y • ^y-^-y, ^.^y . . . ^ 0,^1 

den Wert hat 

(a — 3/ + 1)(P — 3/ + l)(a — y + 2)(/i ~ y + 2 ) . . . (« -- I) . 

Sie verschwindet, weiin a oder /3 eiiien der Werto Jiat 

1, 2,...,y — 2, y ~ 1. 

Wir haben also das Ergebnis: 

Wem in der Gauss’sclien BifferentialgUichimg y ganzmhlig odtr 
Null ist, so gehort dennoch m leiden 'Wur^dln der m x — 0 gehdrigm 
determinierenden Gleichung eine Iteihe, falls mindeslens eine der leiden 
Grossen a, p ebenfalls diesen Charalcter mid mvar, tvennyK^)^ einen 
dei>' Werte 0, — y , %oenn dber y > 1, ei/nm der Werle 

1 , 2 , , , . , y — 1 hat 



Kn.pii.cl III. 

Nacliweis (l(vr lioih(Micouv(vrft‘<vnz I>ci oilier Stelle der Uestimiiitlieit^). 

Bogriindtmg dor BosclirankTing auf Stellen dor Bestimmt- 
licit; voromfachondo Annahmon. Naclidciu ini vorigeii Kapitel fest- 
gOHtelU. worden ist, unter welcluni Hedingungoii zu eiiier belicbigen 
Wiirznl a der zu deni Pvmkt ri; “ 0 gelibrigeii dctermiiiierendeu Glei- 
chung cine lioihe gelibrt, in dem Binne, dans die Gooflicionten einer 
wirklich mit nicdit erst niit einer libheren Potenz, beginneiKbni 
Iteiln^ bis in's UiKMulliclie sicli so berecliueu lasseu, dass die Difleren- 
iialgleichung duridi diesidbe idinitisch erlullt, wird, triit nun die Fragii 
aul'^ oh dlcse llvihv (umvciyierh Mrst <lium stellt dieselbe ja eine 
Fune.iion von .r, und da di(‘se die Dinbrentialglt'ieluiug befriedigt;, ein 
inkyml da,r. 

Zunilchst isi hdidd. zu zeigcui^ dass, -umin x = 0 emo Sfdle der 
llnhedimndheit die lleihe im All(/vniei)ie)i nichl co-nvergieren kamu 
III dieseni Fall ist uainlich in der Rcnnirsionsronuel 

k\tt ((kid'u 'i (fkif 1 | t + • ' + (k k I + fkk<*k — 0 

in k von niedrigiinuu (u'ad a.ls //, vvilhrtuul inindesiens eine der 
(iroHscui wi(i aus' Kornud (7) Artikel (> folgt, vom 

Grad in k isL Hild(d. man daher aus der RtHUirsiouslbrniel, so 
ist dies (une lineare Function d<‘r vorhergeheuden r, mit Goenieienten, 
webdie mit wachsendem k ihnun absoluten Hi.drag nacli zum d\ul un- 
endlieh w^arden. Infolge dessen wird im Allgemeinvn — wemi nicht 
b(\sondm*e Bezieiiungen eintreten- “ Ica- j mit unendlich waciiBendem 
j/i:| selbsi unendlich werdeUy wodurtdi die (hmvergenz ausgeschlossen 
ist. Welchm' Art solelie IJeziehungen sein milasen, werden wir sjiater 
erkimmm, wenn wir dem Fall, dass eine debumiinierende (deichung bei 

G zwar existiert, abe^ nicht von Grad ii ist (im Kap. Xlll) eine 
eing(dientl(‘ IhdracJitung widmen. 

1) I)i(*Her ConvergenzbeweiH int abgcHohen voa unwosemUieheu Aiaub'ruiigeu, 
welche wegesu ticn wtdtorgtjheiuhai IbsweiHgegenHtiUuleH nuiig wurea odar zur Ver- 
einfiiclnnig di(*u<*n Holltciij, tier von FucIih, (’ndbiH Journ. lid. C>(>. (t8(>0). H. 14H 
bin 15‘i. 
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1st dagegen == 0 eine Stelle der Bestimmtlieit , kann also bei 
X 0 die Differentialgleicliung in die Gestalt (10') des Artikel 8 ge- 
bracht werden: 

(1) = 0; 

wo die ^ keine negatiyen Potenzen von x eiitlialteii, so bisst sicli 
die Convergenz jeder ihr formal geniigonden lieilie dartluni. 

Wir setzen ferner voraus, dass die Zalil cc gleicli Null sei, luul dtlrtciii 
dies unbeschadet der Allgemeingiiltigkeit des Beweises. .1st luluilich 
a von Null verschieden, so setzen wir in der Differentialgleicliung (1) 

y :Ez3 X^ , U 

nnd erhalten dadurch nacli Weglassuiig des I^^aktoivs weiin zur Ab- 
kurzung wie iiblich gesetzt wird 

n (n — 1) .. (n — ^ + 1 ) 

■ \;i/ ' 

fur tc die Differentialgleicliung 

+ a 4“ 5|3j 

( 2 ) < 4 . _ 1 ) + ('" Y 

+ ? • ■ 

— 1) . “I™ — 1)* + 


welche in x = 0 wieder cine Stelle der Bestiniiuibeit besilzt. W(‘nn 
nun aber 


W 

(i O' , <( -f" 1 1 . .) 


(h 0, 1, L', . .) 


wo Cj) =j= Diilerentialgleiclmng (1) Ibrinal IxdVii'.digd, so lu‘- 

friedigt notwendig ti ^ (A'«o, t,..) die I-)inereniialgl(‘i<*.liuiig 

(A) 

(2) formal, d. li. unsere iteilie fiir ri kaun nacIi Abldsung (l(^s Pakiors 
x^ wieder als aus einer Differentialgleicluaig bervorgeheud lad.rachttd. 
werden, welcke ganz analoge Gestalt wie ( 1 ) a.ber slaii (c die 
Null als Wurzel der determinierenden Gleicliuug b(‘sitzt; dmin sonst 
konnte (2) ja niclit eine init einer Countajilnn l)(‘ginn(‘nd<; lu*ihe 
UCkX^ (A=o, 1 ,..) liefern. Dalier durfen wir von voruliereiu annehmtui, 
dass bei Gleichung (1) a gleicli Null sei, d. li, die detenninierendi* 
Gleichung die Gestalt babe 


(3) (X/ck b ;• hQc — 1) . . Qc — u “1^ 1) 

— w + 2) + • • 4" I (0) <7 
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well zufolgo uns(3rer jetzigon Annabme 5}J„(0) gleicli Null ist. Die 
Zahleii (iy des Kap. 11 aber sind jetzt positive ganze Zalilen. 

Es ist clalier nun zu beweisen, dass die lleilie 

/L’srsroO 

(4) 7} CkX'‘ , 

k-^0 

doreu Ooeflicionten iiacli der lieciirsionsformel 

(5) ((koCi) “f" ctkiCi -f- (tkkCk — 0 

gobildet siiid, wobei <^3^^ willkurlicli bleibt, alio andern c aber, worm 
wir HUB die willkurlicli bleibonden glcicli Null gesctzt denken, Mul- 
tipla von r;. Hind, in eiiiem Krois nm den Punkt ^ = 0 mit von Null 
versckiedeneni Radius convergiert. 


30. Hiilfsdifferentialgloiohung und Hiilfsroihe. Zu dern Ende 
setzen wir (1), nachdem der wegen des Verscliwindens von alien 

(.yOcvrUcicnten genieinsame Faktor x weggelassen ist, in die Gestalt 


((>) ‘ yi-) + (())9/-- 0 -f ^ 




t\ (0) ft C^O 


/(/i — 1) 4. 


+ X 




X 


■ lOO 




■ 2 /- 


llier siud niiiulieh auf der linken Seite diiijenigivn Terme von deu 
audiu'u a,bg(vsoiideri, welehe allein zur llildung von (U:k(ik in der Recur- 
HionHlonnel (5) und nur zu dieaeni (Jlied beitragen, ^iodass also auf 
der rechten Seito die Teriue stehen, aus denen der Rest der Recursions- 
fornu‘1 mit entgegengeHetztein Zeicheu (‘nisicht 

- • • ■ 

Naeh d(‘n einhuieiultm Erbricuiuigtei Hind nun die 

gleichzeiiig convergent in der m^genannien llmg(‘l)ung von 
d. h. im Innern eines KreiscB uni den Punkt a; 0, der sicli 
bis zuiu nachetliegenden singularen Punkt erstreekt, w(‘nn a-lso 
dicHO Entfcrming mit r bezeicbnot wird — im Innern dcH Kreises 
mit (l(‘m Radius r und x ^ 0. Dan Gleiclie gilt also von den Reihen 



(7) 

und der abHoluii^ Retrag von jed(‘r derHidbmi sin im Innern dieses 
Kroises bezw. kleiner als di(3 positiven Zuhlen 

Ferner sei y (‘in belielugtu* posit ivt^r echim* Bruch und die Zahlen y^j 
bestimmi dureli dit‘ Ideniitilt 

(Hj }//*•'* ykik 1) . 4 /*• -— n “p I ) 4* 4“ ^4 4'“ — P • 
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Setzt man iiamlicli hierin die Coefficienten der einzelnen Potenzen von 
auf beiden Seiten einander gleich, so bleibt y nnbestimmt, kann also 
den ihm schon vorher erteilten willkurliclien Wert annelimen^ wilh- 
rend y^ . . ^n— i dem Gleichungssystem zu genilgen liaben 

0 = - r -o h 


0 = ( — — 1)! + ( — i)'^ — ^0- + ' ' ’”1“' • 

Dieses ist linear und nicht homogen filr yi,.yn^L hat die voii 
Null verscliiedene Determinante 1, sodass es in der That zur Berceli- 
nimg der Grbssen . . y 71-^1 geeignet ist. 

Dann bilden wir die Hulfsdifferentialgleichiing: 

(0a) -p • • • + y,i— 1 h' 

= .. #«—“) |~ It 

1 

r r i' 


welche gleich in einer der Differentialgleichiing (0) analogen (J esta.lt 
gegeben ist. Demnach ist die zu ^ == 0 gehbrige detenu, iiiiorendo 
Gleichung von (C"*) iinter Bertlcksichtigung von (S) 

(3^) y . 7b" = 0 

und hat die 7^-faclie Wurzel Null. Da es also koine um eiue gauze 
Zahl grossere Wurzel giebt^ gehort zu Null oiue Eeihe 

(4“) u^.'^gkx’‘, 

*=0 


welche (6^) formal erfilllt; wenn ihre Coefficienten, ^ von denen iJ^^ 
willklirlich bleibt, alle andern Multipla von sind, nach d(vr lt(‘eur- 
sionsformel 


(5^) -h ^klOl -f- • • * + 6 a: A: — l/A— 1 y • • f/k 

berechnet werden. Die Grossen (s *= 0, 1 , . . , /b — 1} golnui dabei aiis 
den aks in (5) hervor, wenn nur die Coefficienten der R.eiluni (7) diirch 
die entsprechenden Coefficienten der fur | it: | < r convergtuittni lleiluui 


(7^) 


M, 


M, 


3'L 


X 

T 


X ’ 


X 

r 


ersetzt werden, deren Coefficienten samtlich positiv sind. 


21. Convergenz der Hulfsreihe. Die Coefficienten der HiiliH- 
reihe (4®*) sind samtlich positiv, sobald man das willkOrliche g^ 
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po.sitiv wilhlt. In (fy^) nJimlich ist filr alle vorkommenden Werte von 
d. li. for /c = 1,2..., reclits y positiv und links alle hjcOf 
hi) • • -y hk---i als Summen von Produkten aus positiven Zahlen (nam- 
lick don Zalilon k(k — 1) ... (/j — A -f" 1) s. w. und den Coefficien- 
ten dor lieihen (7^^)) ebenfalls positiv. Setzt man also 

so ist liieniacli S3 a- stots positiv, Iblglich alle desgleiclien, sobald 
r/j, positiv genommon wird. 

Um nun die (Jonvorgenz der Keihe (4^) darzutlmxi, kann man fdr 
diese noch (dne von (5'^) verHchiedene, nur zwei auf einander folgende 
Coefli(*ientcn onllialtende lleeursionsfbrmel airtstellen. Multipliciert man 

niimlicli zuniiclist ((V') mit 1 — y, substituiert fur u die Reihe (4^) 

mid bestiinmt auf bciden Seiten den Goefficienten von so folgt 

miter Perilcksicbtigung von (8) und der aus (8) durch Vertauschung 
von k mit k •— 1 liervorgelienden Gleicbung die Pormel 

( 5 “') {ic~ 

Es ist also 

lim — , * 

Mitliiii niUuu't sicli der absolute Betrag des (Jliederquotionten der 
Reihe dom Wert 


also einer (Irenze, die < 1, wenu jx‘| <r5 d. li. (He llnhv (d’**) mnvcr- 
(jkwt im Innern des Kreises mit dem Itadius r und dvni Miltelpiudd. 
X 0 , also in demselbeii Kreia, in dem aueh die silmilichen Goef- 
(icitmien eonvergiereUj in der ganzen Umgebung von x «« 0. 

22. Convorgonz dor vorgologton Boilio. Die Bescliafifenlieit der 
(vingenilirteu llillfHgkdehung und der aus ihr euispringenden Reihe 
('h**) ist f(‘rner derari, dass jedi^r (kxdficient der letzieren grosser ist 
ala d(‘r absolute .Bid rag des entsprechenden Goefficienten von (4), 
wenn dii^ Iiositivt^ Zahl f/„ noch entspretdiend liestiniint wird, d. h. dass 
unter dieser VorausHotaung ffir alio Werte von k 

(h > i ('k 1 

ist. 
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Zum Beweise clieser Beliaiiptmig bedurfen wir Jch ruiictioiuMillieo- 
retischen Satzes^): „Wenn der absolute Betrag eiiier gewbhulkdieii 
Poteuzreilie iua luneru ilires Coiivergeuzkreises luit dciu Iviulius r 
. stets Weiner als die positive Zalil 31 ist^ so ist iiir jedeii Wert d(*r 
Zahl n der Coefficient der Potenz in der lleihe absoliit geiiom- 
men kleiner als 

Mu 

Wenden wir diesen Satz auf die Keihen (7) an wml eriimeru uus d(*r 
Definition der Zablen Jfj, 3£.j, . . 3In, welche in den lleiheu {1^^) 
auftreten^ so baben wir zunachst das Resultat; dass die a1)Solut(ni 1$(^ 
trage der Ooefficienten der Reiheii (7) bezw. kleiner sind als die entr 
sprechenden Ooefficienten der Reihen (7*‘). Dara'us folgt ab(‘r in An- 
betracht der Bildung der Grbsseii (h, und h, imd, wtnin noeli d(‘r Satz 
in Anwendung kommt; dass der M'odul eiuer Sinnm(‘ Iiochslf'ns (‘benso 
gross ist als die Siimine der Moduln^ 

1 (^kH 1 < f>kH Inr ^ ^ ^ ^ I j 

Ware also bis zu irgend einem Wert von Ic bin das Ib^stiduai der 
Ungleichiing 

(9) I Ck^ l I 'C //a- I 
bereits erwiesen, so biltte man dann aiuvli 

I ^A0<^0 "i" (^kl(h ^AA— I | "C 4“'/^Al//l ( ' ' I k i) 

also nacli (5) und (5^**) 

I <(kk('k I < ^/‘"'//a 

und folglicli, weiin von dmisclbm W(vri von k an noeli fitr alle 
von k 

(10) |^^AAi>r^'* 

wilre^ so wiirde Ungleicluuig (9) aiieh I’lir den nuelist gri>.ssiT!*n \\ in*! 
von k geUeu und weiter lur allc^ Wertc von k. 

Nun ist aber, da f ein positiver (ieliter Brurh und mu*h fineni 
bekanuten Satz der Algebra^) fllr ein liinreiehend grussivs k dir gunzr 
rationale Function akh sich vou ibrem bbelisifui (iliiulr /'* Indirlng 
wenig unterscbeidet, (10) von einem beHl.iminirii rndlirhrn \\ rrl V(»n 
kj etwa von k « t an, crfUlIL Folglich braueht iitir inadt grzrigi zu 


1) Yergl. WeierstraHS, Abliandlungen aim tlfr Ftnict-ioiH'iithruur^ llnim, 
1886, S. 93. U. 

2 ) yei'gl, z, 13 . Serrot, Couth d’Algo.Ure HH|»dri«‘uro, 4 “**’ ni., f*ari.H IH 77 . 
tom. I. S. 93. 
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were! on, dass (9) durcli Walil von fiir 7c = 1, 2, . .,t erfiillt werden 
kann. Es ist 

woriii die Six., uiid giuiz bcHtiimute Grdssen, die speziell positiv/ 
vdllif 5 willkilrlicli und nur der lieBchrUiikung, positiv zu seiii, unter- 
worfeii ist. Sei dalier iinter den Zalilen 

I ? i % I; I -tu i ? • • • ; 1 I grosste 

uiul uiiter den Zalilen 

1 2^, j . , .j die kleiiiete- 

und diuiu geiuiiHs der stein erlullbarcn |{cdingung bestimiut 

5l|cJ<S8.i7«, 

SO bestelit (D) oltenbar fur alio Wert(i von kj die < t sind. 

Daiuit ist di(i zu Anfang dieses Artikels aufg(\stcrito Ueluiupkmg 

(fk > j (‘k - 1 

lur (die W(vrii(i von k und rolglicdi die Oonvt.vrgenz der Lleihe (4) in 
deniS(dbeu Krt^is \vi(^ die vou (d'**) evwiesen. 

Wir kbiUKUi dalun- das Itesullali dieses Kapitels tblgendermassen 
ausHprecduin: 

a; == 0 (due HMh (kr JkdmmikcM id, so ccmmrtjurrt (dne 
jvdv lltihe, die. sick dasdhsl hesfmiml m'lidli mid der J)il]hrnlkd(jl(n(*1imuj 
form(d> gvnihjl, d. h. diorn (kwt'fn'iviikn ans der Ikiiursmisjormd herech- 
net nrrden, in. der (/(uavn (hngehmig des Punklcs x — 0 (uhr im Innern 
d(\s A'’;v/.sy'.s nnt x - 0 ols MiUiipitnkt, der durek den ndchskn slngulwrcn 
l*mikf lihidiirchgeld, 

lliermit ist abiu' d<n* Naehwcds der Mxistenz vou Integralen unserer 
DiUercniiialgb'icdiung t‘rbrachl-. Denn da die regularen Sfcellen der- 
Htdbeu ja Hiellen der l5(>iHtiinmtlu‘it. sind, so besiiztni wir nuinuelir 
bai regulilren Sicdla n Intagrala in luvihenrorin, welche bezw. rait 

il(‘r n lk)tenz beghinan. 

i )a.s llaupic‘rg(d)nis <l(‘r ganztui bisberigtui UnterHuehung kbnnen 
wir dalu‘r in deni Salz zusainnieid'assi'n, tier dit^ (Jrundlage lur alias 
l<\)lg<‘nd(5 bildei: 

Iki jed(r regiddren Hfdte .r a l>esl(r:l die Di Iprenikdgliichung n 
hdegrale in (Irsinti (jiieohnliehr I*(d(iizreih(ii not x — a, die bezw. mil 
der H 1**'“ Potmz vou x — > a beginnen. 

Boispiolo* Ausser durcli die Iniegrale bei (‘iiuT n‘gulart‘ii 
Sitdle wtillen wir die ( kuivergiur/unterHUcliung dieses Kapitels nocli 
dureli tdnigt^ ainliu'e Brispifdt‘ illustrit.Ten. 
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1. jBeis^piel: die Gauss'sche Diflerentialgleicliuiig 

!c{x — l)y " — [y — “ 1 ^?/ “ 

(s. Art. 10) liatte bei x = 0 eine Stelle der Bestimmtlieit, dereii Uni- 
gebung, da « = 1 der einzige andere siiiguliire Punkt im EucUiclien 
ist, der Kreis urn a: = 0 mit dem Radius 1 ist. Die zugeliorigo lie- 
cursionsforinel lautete 

Ck-Tlo(Jv “j-- y — 1) “ a 0(^‘' * 

Nelimen wir also an,, class zu der Wurzel fc =» 0 der detorii)inic3rencIen 
Gleichung eine Reihe gehort, d. h. class entweder y niclit gleicli Null 
Oder einer negativen ganzen Zahl oder aber, wcnin jenes der ball 
ware^ die im Artikel 18 aufgestellte Bedingung erfUllt sei^ so Ivuuuen 
wir den willkurlichen Anfangscoeflicienteii der Reilie — 1 sotzeii 
und erhalten dann nach der Recursionsforiiiel 

ix(S oi(oi + ' 1 - 0 

Co=l, Ci = rni’ 1.2.y(y-l- i) ’ '• 

Die mit diesen Coefficienten gebildete Reilie 

1 _|_ a; -j- 1 ) + 1.2. :ty (y -[- l)(y -|- 2) • ^ 

bezeichnet man nach Gauss durch 

F(ci, /j, 

und nennt sie die hypcrgeomefrisc/ie Iteihe oder (Jauss'seJie F-Jivifir. 
Nach dem Hauptsatz des gegenwartigen Kapitels habon wir also in 
VerbincUmg mit den Bemerkungen des Artikel 18 das liesultiit: 

Die Gauss'sche Reihe F{a^ /3, y; x) (mvergkH fur hiiebige 
von aj y im Innern des Kreises um x ^ 0 mil; dem Radius 1 ; )iHr 
wenn y gleich Null oder einer negativen ganmi Zahl ist, muss eine der 
Zahlen a, /3 einen der Werte 0; —1, — 2, y hahen. 

In der That sieht man ja aus der expliedten (Jestalt d(‘r l{oih(* 
unmittelbar; class in dem letztgcnannten Fall die Coenicieuteu uueud- 
lich werden; wenn weder a noch /? einen der angegebenen Weric^ hai. 

Gehort aiich zu 1 — ^ eine Reihe (s. Artikd 18) und setzt man 
wieder deren ersten Coefficienten « 1, so zeigt die RecurHionsformed; 
dass diese Reihe lautet 

x^-y. F{a+1 - Y, l—Y, 2 — y; ic) , 
deren Convergenzbedingungen entweder wieder wie vorher aus dem 
Satz im vorigen Artikel und aus Artikel 18 oder aber uumittedhar 
ans den oben schon aufgestellten Convergenzbedingungen dor JJeihe 
F{a, y] x) abzulesen sind. 
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Dieselbo DifFerentialgleicliuug hat auch hei x = 1 (s. Art. 10) eine 
Stelle der BeBtiuimtheit, deren Umgebmig der Kreis urn x == 1 mit 
dem l?adiu8 1 ist. Die Recursionsformel lautet liier 

a -j- (i — y) + Ca—i (/o + ^ — ^)(]^ + |3 1) = 0. 

(Jelibrfc dalicr m den Wurizeln 0 iind y — a — (i der determinierendeii 
(Tleicliimg oiuo iloihC; was wio in Art. 18 zu eiitsclieiden ist, so lauten 
diene Iteihen (bei deiion wir das Argument 1 — x statt x — 1 neii- 
TieTi, damit alio Giioder glciches Vorzeicheu liaben) 

F{a, ft, a (i \ — y, 1 - x) 
und 

(1 -- n<\y — ft, y — a, y -- a — /3 + I ; 1 — x), 

deren Convergenzbodingungeu sich wieder aus denen filr F{aj (i^yyx) 
direct ablesen lassen. 

Bcispiel: Die Differentialgleichung 

(11) r* ;//"'+ xi/— x{i + -- 0 

li(dert bei der ausserwesentlicli singulilren Stelle x = 0 die Recur- 
sions rormel 

( 12 ) Ir, + !(/.• - 1 )(/^ 2 ) ^ = 0 . 

Die determinierende tHeichung (/c = 0) ist von niedrigerem Grad als 
die Orduung der Diflereutialgleichung-, also ist a; «=» 0 Stelle der Un- 
beHtimmtheit; trotzdem convergiert bier die zu Null gehbrige Reihe. 
Eh ist niltnlicli 

(13) Fk(t kck + (/*• -)1 l)('A»~i eA—'j] 

+ (/^ — 2)<w.. 

l^'olglich ist die itecursiouBtormel (12) Hlr alh^ VVerte von Ic (/t;«=0, 1,2,.,) 
erfdllt., wenn lilr diesellxui Wortc^ die (‘infachercj Ileeursionsformel 

( 14 ) . : kcjc - Ck^i ^ 0 

erfnllt ist. Setet man aber das erste, willkilrlicli bleibende so 

gi(‘bt (14) die Reihe 

1+ t + + 

w(‘leli(‘ convergicu’t und — wie man sich leieht ilberzeugt • in der 
That den* (ileiehung (11) genUgt. 

(Uviehmuj (11) (jieht also cin IkUpui da fur ^ dass auch bei ciner 
N/r//r diT anbvsihnmihcit^ imui dasdbst cine dclerminkrmde (ileiehung 
ilberhaupf exislierl^ die migchbrige Jieihe convergierm Icann, 

//. Bcispiel : 

x(2x — y «= 0 
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iirfert bei der ausserwesentlich singularen Stelle der Unbestimmtlieit 
== 0 die Eecursionsformel 

Fka = . 1 — (J^ l)Ck = 0 ; 

wo wir beilaufig beraerken, dass 

Fjta = (J^ 1 ) 

wenn 

Gka = — Ck 

gesetzt wild. 

Die determinierende Gleicbung hat die Wurzel I 5 dalier erlialteii 
wir aus der Eecursionsformel die Eeihe 

^j = c,[llx + 2lx^ + ], 

welche der Differentialgleichung geniigt, aber fur jedeii noch so kleinen 
Wert Ton x divergiert 

Die beiden letzten Beispiele zeigen also einstweilen, dass hei ciner 
Sklk der Vnlestimmtheit, ivenn die determinierende Fimction nicM eine 
Consfmikj d. h. von h undblidngig isty sotvohl eine convergente, sich be- 
stimmt verlmltmde BeiJie existieren, als auch das Oegenteil der Fall 

selm Team. 
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FniMlam<“sntalsj sioiH vou I Niclit homogciie Differoiiiial- 

34, FoBtetollxing dor ntichaton Anfgabon. l )er iin vorigen Kapitel 
lih iliuipiroHultaii (hu' biBlierigeii. UnierBiichmig gewomieue Satiz kami 
Rlglich aln Fnndmmmtalsab luiseror giinzeii Theorio bezeiclineti werdeii; 
weil er die Exintenz von lnti‘gmlen bi'gruiulei;. Er zielit zugleich t'iiie 
''IVenmnigBlini(^ zwischeii deii Hlelbai cler Bestvhumtheit und deiuai dor 
UiiboHliiiiimibeiti: boi diai (‘rnion*!! vmivcrgicrt ji^le foriua.l dor DillV^- 
ronlialghdohuiig gonugondo Ibdlug boi diai lol.zi.oreu <'xi8iiort im All- 
(jnHviuvii kvUw sirh hcsfinuul rrrhalhmdc (ummrgenle lirihe^ wdehe der 
J)il)hTnti(d(/lrichi(>ig (jenlUjl, Jlionuudi wird Bich auch die woitore 
llntorHUcbuug dew VerhalioiiH der IntegraUi in der Uiugobung dor eiii- 
zolnoni Stellen Hi)allon und nicli zuiuiclml. deneii der erHteu Ari zuwon- 
don niflHHon. Ja, die KoiminiH dor Integralo in der llnigebung der 

Hiollon tier lb‘Bi,immthoii — upozicdl (U‘r r(‘gularon Stxdleii * wird 

uns nbiuduiupi orni die Miiiol litdorn, uiu das V(‘rhalieu der luiegrale 
iuadi btn Kttdion dor UnboHiimiuiludi untK'rsutdion zu kbnnein 

iHi lii(uanit den* Plan iur d(*u Korigang (l(*r UuterHuchung in 
groHHon Zilg(‘n golcininzoiolund., hu liissl dor Kimdajuonlalsaiz dock 
zuniiobsi nnoh die Erlodigung <nner andorn Erago. wtlnHoluai. Dorsidlxi 
liolVrio uns ja boi tuner Btolle <lt*r lit'stiinnithtni luindiNsiens eiut's und 
lioohsiens n Intogral<% - wtnin man abor beriltdvHiehtigi-j dasH jiult's 
dit‘sor luiegrale nooh (*in<‘ willkiirliehe (lonsfauto (doii orsten (Joefli- 
oienltui) onilulli, - - sugar unendlioh vi<‘lt‘. Integrale. Urn in di(‘sor 
uiHUHlliohon Knlb^ t^ini! Indtorsichi zu g(‘winnt'U und zu orkennou, in 
iVvU'ht r [I'o/sr man sdmtlirtie Inta/ralt' drr DilJvrt niiahflridnoig nmfassm 
kann^ mOsstui wir aid’ die llezieliuugen eingolitm^ weltdie zvvisohen 
mohrtuxui lidegralon beHiehen kbnnen. 

35. Boziohnngon ¥on Intograloix 'untoroinandor. Wir gidnm 
dabei von eintu' ITir tlio lineareu homogontni DiHerentialgleicliungen 
obariikteriHiiHoliieii EigoiiKohafi mis. Si*i nuiulioh 
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(1) P(^, y) ^ + Pi + P 2 H H ^ 

(indem wir uns jetzt die gauze Gleiclmng durcli den Coefticienten voii 
dividieri denken)^) eine lineare liomogeiie Differentialgleicliuiig 
mit gam helieligen Coefficienten und seien 

Vly 2 / 2 . • • •? 

Integrale derselben, so ist auch 

ri E^c^y^ + H + 0 2/;i 

ein Integral, wenn q, beliebige, you x uuabluingige Grosaen 

sind. Denn, setzt man diesen Ausdruck fur y in (1) ein, so wird 

T{x, 'n) = q P(a;, 2/1) + c.^l\x, j/2) H h CiViXy yx) 0 , 

weil nach Voraussetzung 

]?{x, j/i) b;: 1\x, 2 / 0 ) : : • • • l\x , yx) 0 . 

Man wird deshalb, wenn yxj[.i wiodcr (dii Ijitegral von (1) iai, 
sicli aber linear und liomogen durcli 2/i 2/^ * • 2/;i niit von x iinab- 
hangigen Coefficienten ausdrucken liisst, diesea Int(‘,gra,l niclit ala 
wesentlich von jenen verschieden betracliten kbnnen. Man wird nbvr- 
hanjgt I Integrale 

2/12/2 

dann und ntir dann als untercinander wesenllicJi iwrsvhkdvn bemvlDwa, 
wenn Bwischen ihnen Iceine lineare homogene lielaiion mil von x analh 
hdngigen Coefficienten 

<k 2/1 + 42/2 ^ 1 - ; 0 

bestehtj oder wenn dieselhen — wie man aich dafilr kurz auadnleki - 
linear unahhdngig sind, 

tiber linear von einander nnabhiingige Kunctiomm (^xiaiiert nun 
folgender, vielfach von uns zu benutzender Satz: 

Sind 

... ?t; 

irgend welche I Fmictionen der VariaUen x, so ist die aus diesen nnd 
ihren A — 1 ersten AUeitungen gehildete Determinante 


1) Wenn cs sicli urn Aufstellung von Fonnoln handolt., welcha in apazielleu 
Fallen zur praktischen Anwendung gclangen kOnnen, benutzen wir irnmer dw 
allgemeinere Gestalt der Dilferentialgleichung (1) dor Einleitung, wo nocli nicbt. 
durch jpo dividiert ist; so z. B. bei Ableitung dor ReciU'HionKfbrmol in Kap. I. 
Handelt es sich dagegen nm den Beweis theoretiaclier Siltzo, so dient m oil zur 
Vereinfackung, wenn man die Biflivrontialglcicbung — wie bier ~ Hchon tliueh 
jPo dividiert denkt. 
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U,^ . • • 

1) 


tkj . . . 



.. t 


tlx. 

nx . . . 



die wir kurz die Btierminanle der n Fundkmen nennen wollen, dann 
und nur dann identisch (d. lu ITir jeden Wert, von x) yleich Null, wenn 
. . . ux linear ahhiinguf sind^), 

Ansdrack dor Coofficionten dor Differentialgleichiing durch. 
n linear TinabMngigo Intograle. Geaetzt nun, man liatto n linear 
unabliangigo Integralc 

Vi ?A2 • • • Vn 

der Diflerentialglcicliung (1), so kann man aus den n idontischeii Giei- 
chungen 

H 1- PntJi 0 

0 4“ 4-. ... 4- 0 


( 2 ) 


-1 +7\‘y/!r~ 4** * * • + VnVn G 


die ()oeniei('nten der I )iiTereniialgleielumg (1) }h • • • Pn durch jene 
'U Iniegrah^ ausdrliekcui. B(‘zeichnei man nilmlich die aus dem System 
oder d(‘r Matrix 


Vi ■ - • 


's ?// . ■ • 


' .1/ ' 


u V n • • • 

//« 

n, \V(mn man die 

ersti‘, 

Ix^y.w. mit 


Dn-^l ) • • ^7 

A, />, 

Vi Vi • • 



Ik Ik - • 

I) 




?/« ?/« • • - 

■ Vn 


80 ist insbeBOiidere 

(.-5) D 

il. h. (lit* Dctcrmiutuii,'. ilor u Kuuctuiuon ;,/i i/., . . . uach deiu angc- 

t) HinvioH di‘H Sai'/.cK im Auhaiig. UaHclhid. fiudet ttich auch die ZuHam- 
mtniwielhiiig ciinigt‘r aiulerer Silize iibor linear unablillngigri Fimctionen, die wii* 
Mpllter gebrauehtiii. 
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fiihrten Satz niclit ideutisck Null. Polglicli ergcboii sich iuim (2) fur 
die Oo'efficienten ji) die Ausdrucke 

(4) jPi = - , i’2 ■=§->••• ) == ( - - ' )" i>" • 

Setzt man diese in P{Xj y) ein und miiltiplici(Tt, dio ^anzi^ Ohdcliuiig’ 
(1) mit (■— iy*l), so nimmt die .Dillereiitial^dcdehuno' dio Oesiidi an 

(_ ly {,/-)]) H 1- c 0''^ 1 

Oder 


2/ 

y 

y" • • 


2/. 

Vi 

2/i" - • 

• ye‘^ 

tk 

y-i 

?a/- * 


Vn 

y>' 

Vu . . 

. V>i 


Wir haben also das iiosnltat: 

Sind ^ linear unabhdmjhje Inleyralv ebier iuiearen 

homogenen BifjhreMtialgleichung (I), ho kami man deren (Wlfkienfeti in 
der Form (4) dnrch diese Integrale aMsdriiclien^ ode.r * ivan daHHvlhv is! 
— die game IJifferentialgleichm^i^^^ nach JllidlipUeaiion mil <kr Ihier^ 
minante der n Integrale in die lideomiinanknforin (5) HdxviL 

37. Fundamontalsystom von Intogi’aloiu Da man also aus n 
linear unabhiingigen .Iniegraleu die ()o(d'iici(‘nl.(‘n din- I b'llereniialglei- 
chung selbst bereclinen Ivann, fdlgt, dass dundi s(dch<i n lni(^gral<‘ 
jedew andcre Integral der l)iir(vreutialgleichung h(‘slimnii. stn’n musH. 
Wir wollen dcslialb sagon: 

n linear xmahhdngige Integrale odm' — w, <L i. n Integrale^ 
deren Detcrminanie nicht identiHch Full islj bUden ein Funda me nitl 
system von Integralcm Die oinzelnen Iniegrali* v/, sullvn 

die Elemente, I) die Debrmmanle des FindamndalsgsfeniH heissen. 

Die Gestalt (5) d(U’ DilforeutialglcnV.luuig ztdgi uiunitUdhiir^ das.s 
dieselbe identiscb erfullt wird, wenn man J/ J/u * *> ?/« o(ler gleich 
einer beliebigen linearen bomogenan Verbindurig <b‘rH(‘Ibaii inii von u: 
unablulngigen Coefficienton setzt. kSie zeigt abar auali umgekelirl, dasn 
jedos Integral der Dillerentialgloicduing ( 1 ) limnir und Immcigim mit 
von X nnabhangigen Coefficienten durcli • ?/m uuKdriirklmr ini. 

Bedeutet namlicli y irgond ein Integral der Diffenmiialgleiahung^ so 
folgt nacb (5) und dem in Art. 25 angefiibrton »Satz dan lb*Hi(dif‘n 
einer Kelation 


(Jy -j- 6 ^ 2 /^ -j- ■ • (Jny> 


0 
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mit von x unabhangigen Coefficienten. Da aber y 2 • • ' Vn linear 
unabhaiigig sind^ kann C nicht Null sein, und die ausgesjprochene Be- 
hauptung ist erwiesen. Hiermit isfc aber die Bezeichnung von n linear 
unabhangigen Integralen als ^^Fundamental system von Integralen^^ in 
vollstem Masse begriindet. 

Eine lineare liomogene Verbindung der n Elemente eines Fun* 
damentalsystems mit willlcurlichen , von x unabhangigen Coefficienten 

+ ^ 22/2 + * ‘ ‘ 4" 

nennt man deshalb das allgemeine Integral der Differentialyleiclmng, weil 
nach dem Vorstehenden jedes Integral durch Specialisierung der 
Cl Cg . . . daraus hervorgeht oder in jenem Ausdruck enthalten ist. 
Im Gegensatz dazu nennt man jedes Integral, das weniger als n will- 
kiirliche Constanten^ enthalt, eioi jgartihuldres Integral oder eine j^arti- 
Imldre Lbsung der Bifferentialgleichung, 

Gleichzeitig ergiebt sich aus den obigen Bemerkungen der Satz: 

Zwisclien n 1 Integralen einer linearen liomogenen Differential- 
gleichimg Ordmmg besteld immer eine lineare Ahliangiglceit Denn, 
wenn es unter den n -j- 1 Integralen ein Fundamentalsystem giebt, 
so ist das (w + 1)^® Integral durch dessen Elemente ausdriickbar; an- 
dernfalls sind schon je oi der n -1- 1 Integrale linear abliiingig. 

Da es nach diesem Satz also eine Differentialgleichung Ord- 
nnng, welche melir als n linear unabhangige Losungen besitzt, nicht 
giebt, kann man auch die Folgerung aussprechen: 

Weiss man, dass eine lineare liomogene Differentialgleichung 
Ordnung von melir als n linear unabhangigen Functionen erfullt wird, 
so folgt darauSy dass sdmtliche Coefficienten der Differentialgleichung 
(bevor noch durch den Coefficienten von dividiert ist) e:e 0 sein 
mussen. 

Wie dieser Satz an eine bekannte Eigenschaft der algebraischen 
Gleichungen erinnert, so bildet die Gestalt (5) der Differentialgleichung 
das Analogon zu der Zerlegung des Polynoms einer algebraischen 
Gleichung in Linearfaktoren , wenn man die Wurzeln x^^ ^2 • ^ 
kennt, 

(x xf) (x — iTg) . . . (iC — Xu) — 0 . 

Und wie bei der algebraischen Gleichung 

x'^ — a^x^’’^^ — • • • + = 0 

die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von x symmetrische 
Functionen der Wurzeln x^^ X 2 . • • Xn sind, so zeigen hier die Gleichungen 
(4), dass die Coefficienten der verschiedenen Ableitungen von y in der 
linearen homogenen Differentialgleichung (1) symmetrische Functionen 

Hoff ter, Difforentiftl gleichungen. 4 
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der Elemente eines Fundaraentalsystems sind, da 1), 1)^ . . . IK bei 
Vertausclmng von yi und j/* nur das Zeichen aiuleni. Dies ist natiir- 
lich so zu verstehen, dass man mit der Vertauscluing vou ?// und ?/a. 
gleichzeitig die Verfcauscliung vou und (2 = 1^ 2^. . . , vor- 

nimmt. Man kami sogar zu dem Satz der Algebra, dass jode ratio- 
nale symmetrische Function der Wurzeln eine rationale t unction, der 
Coefficieiiten ist, liier ein Analogon ableiten. Dock soil aut di(^se 
mekr formaleii Eigenscliaften jetzt niclit weiter eingegangcn werdtni. 

Der Hauptinlialt dieses Artikels bestelit also in der 

Definition des IhmdamcMlalsystems und dvs aUfjemeivni Ivbyrals 
und in dem Satz: 

Jedes Integral ist linear und Imnogen mM von :v unahhdngigioi 
Coefficienten durch die Elcmenlc eines .^V,^9/Y?awcn/afe7/s/f'n/..s atisdriMdmr. 


28. Die Determinante eines EuindamentalsystomB. Die Dcl,t‘r- 
minante eines Fundameiitalsy stems verscliwindet nacli der Delinition 
niclit identiscln Wir konnen aber niittelst der iiu Artikel 2G gewon- 
nenen Resultate einen Ausdruck ftir D ableiten, welclior nocb weiteren 
Aufscbluss iiber die Natur dieser Determinante giebt. 

Man differenziert namlicli I) nacli x, indem man die Summo (hr 
n Determinanten bildet, welclie aus I) entsteben, wenn jedc^simil die 
Elemente einer anderen der n Coloimen nacli x differenziert w<n'(l(‘n2) 
Von diesen Determinanten verscliwinden aber wegen llcb(?reinBtim- 
mung zweier Colonnen alle bis auf die Jetzte, welclie I)^ isl. Man 


bat also 
(3') 


dl) 

dx 




und daber nach (4) 


1, dl), 
B' dx " 



Oder durcli Integration 


Pi 


( 6 ) 


1 ) 




wo C eine von Null verscliiedene Oonstantc ist, weil houhI J) 0 
ware. Diese Gleicbung lehrt nun zufolge der EigeuHcluift der Ex- 
ponentialfunction, die den Wert Null nur ftir unendlich grosso Weric! 
des Argumentes annebmen kann, dass D,t. nur filr Holcbe Wert(‘ von 
X versebwinden kann, fur welcbe fPidx unendlich wird. Da aber |>j 
ftir einen regularen' Wert x — a niebt unendlich wird, so kann J) 


1) Vergk Baltzor, Theorie u. Anwend. d. Dot. 6. Aufl. Leipzig IBBl. § S. 15. 
g. 29 IL 
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inir ail siiijruliiren Stelleu der Dilierentialgleicliung versctwinden. Wir 
luiben (lalier dan lleisiiltat: 

Die Jklemiiminte ernes lAmdamentahystenis Icann nur an singu- 
hiren hleU(v der verschwinden mid ^war nur an 

solchen, wo spezkll der (Joeflhimt von — zvenn der von = 1 

/.s7/ — zinendlkh wird, 

Man kaim iibrigems dm l)illbrcviitialglciclmng* durcli Einfukrung 
(n'laa* noiicai abkaiigigiMi Variabcln u statl; y derart transformiereii^ 
da.sH (Or die neue Diirerentialgleichung die Detemiinanto dcs Punda- 
mmilaiHyHUuuH van x uiiabliilugig und dalier iiack QV) und (4) der 
(kHdliiiieut den* zweiihbclhstoii Ableitiuig Null wird, was fiir manche 
llui i‘r.su(*.himgeii wunsebouswert ist. Sctyil man nanilicli 


( 7 ) 

odor, was dasselbe iat, 
so isi 


V ^ ^ e 


y 





Pi (lx 
. ZC 



. u, 


' 'SJ 

n .1 



t" 2 i 

n 

'*'+ P’C- 



yOf n ; . 
jf'O (I 

Also wird d(U' Ooenicieni von in der iieuen Diilereniialgleicliung 

- ^ * Ip.iLt: 

■ f,..u 

and <la d(^r b’akior e '** allim Eliederii gomeinaani ist und wog- 
g(‘lasstm wmaleu kann, (udialfc man l‘iir ti eine Dinercntialgleiclumg 

( 8 ) = ()j 

wo dii‘ r/.j r/,j . . . r/,* ganzo Funefcionen von p^ . . .p^ und den Ablei- 
tungen von aiml Da (p 0 iat, ergiebt Bich fiir Dillerentialglei- 
ckung (H) di(^ Determinanie (‘.irnis Pundamentalsystems nach (G) als 
eine Donstante* 




^ -f- ■ 




4 % 
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29. Erniedrigung der Ordnung der DifforentialgloiclitiBg boi 
Kenntnis eines Integrals. 

Wie man den Grad einer algebraisclien Gleiclumg lan 1 erniiHlri- 
ffen kann, wenn eine Wurzel derselben belcamit ist, so kann nuui vou 
der linearen homogenen Differentialgleicliuiig Ordnung 
(1“) P(a;, y) EHjpoJ/W 4. -| [- \),,y = 0, 

wenn man ein Integral y — yi besitzt; zu eiucr DiHercntialgleichung 
(n — 1)*®^ Ordnung iibergelien. 

Setzt man iiamlicli 

(9) 2/ = 2/1 
woraus folgt 

(9*) 

SO ist 

I* 

y' =yi J sdx + 

y" = y^' j sdoc + 2 y^s + y^s 

2/W = y^(}^)j zdx 4 (' 1 ) 2 //'“ ‘'^(+ («) 1- yX“ ", 

und es wird 

( 10 ) y^ fsdx): : l\x, yi) f‘cdx 4 (^{x, .-^ 1 , 

WO 

( 11 ) ()(.*, 

+ 

+ (" 7 2/1' I v» 

Da aber P(x,yj)==i} 0 , so liefcrt dor Aiwdruc.k (9) i'ilr y oin lulc^frul 
der Differeutialgleicbung (1“), falls g oiii Integral der DUlerenlial- 
gleichung (n — 1)*®* Ordnung 

(12) (>(», 0) = O 

ist. 

Die Beziebung zwisclien don Gleiclningtiii (1“) und (12) ist uber 
wie man aus (10) sielit, in dem Sinnc eino gegeuseitige, dass wir 
sagen konnen; 

Jedem Integral g = t von ( 12 ) mlsjprichl cin hitayral y y ran 
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(1*'), (las ikirch (9) gegclben wird^ tmd jedem Integral == -jj von (1^) 
mtspriiM cm Integral § von (12), das dtircJi (9^) gegehen winl 
(I )cm Integral y = g^ vou (P) entspriclit das Integral 0 = 0 von (9)). 

I (Ollier ist Icielit zu zeigen, dass einem FundamentalsystcM der 
cuK'n (Ueidhaug auch ein solches der andern entspriclit 

iSei lu'lmlich 0 ^^ ein Pimdanientalsystem von (12), 

die (nntdi (9)) (‘iitsprcchendon Integrale von (P**), denen man als 
duH luf.i'gral hinzutiigt, Bostaiidc nun cine identisclie Relation 

(]^y^ + 0 ^ 2/2 + • • • + Otiljn EE 0 

inii voii S' uinibliangigeu Ooetficienten, so liiitte man nacli Division 
dureli und l)i:llercnt.iation nacli x 

(L0^2 + * * * ""h 0 

g(‘g(ni die Voraussotzung. 

Isfc lungekehrt 2/i ?/2 • • • Vn ein Pundamentalsystein von (1’') und 
siiul ;C'jj • . . 0 ,t die nacli (9‘‘) entspreclienden Integrale von (12), so 
ist aiicli (dne Relation 

”' 1 “' + ’ • * + On0'u 0 

unmdglie.h, well daraus (lurch Integration in Bezng auf x, wenn man 
die lnt(\gniiionaconsian((‘, (\ nennt, und durcli Multiidication init 
die Ridaliou 

+ ‘ * • + EE 0 

iolgiui wilrde, 

Wir kiVnnen dalier als Inhalt dieses Artikels aussprechen : 

Isl cifi Integral ;//, ('incr linearen honiogenen IHifcrentialghiclmng 
(h'dnwNg in y heJeanntj so hinn man mittelst der Transformations- 
glcicknng 

if-- 

cine J)i/f(nrnii(ilglm^^^ (n — ■ Ordnmig in 0 hcrleiten, sodass jedem 

l^kmliinumUdsysUmi der J)ifJbrcntM^ in 0 ein solches derjenigen in 

// (nriin man noch y^ hinzufUgt) (mlspricht tmd unujekehrt 

%i). Fnclis’scho Mothode ‘) znr G-owinnung linear xinaTbliangiger 
Intogralo. Rehiilt man nun von den Integralen von (12) nur eines, 
et.wa X'.j, bei, ho hat man also von (I"*) zwei Integrale 

Vi, Vijs-Jx. 

Htibsliluiori. niau daiiu aber miter Wiederholuug der Operatiou in (12) 

( 13 ) s==s.,Jtdx, 


I) S. (Jrellt^H Journ. Bd. GO. (IBGG) p. 129 ff. 
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so erhalt man fiir t eiiie Differentialgleicliuug (« — 2)*“ Ordnung. lat 
ein Integral derselben, so ist 

ein Integral von (12) und folglicli 

xj^j's.^dx Jt-^dx 

ein solclies von (1“). 

So fortfalirend erliiilt man A (A <C w) Inti'gralo 

(14) Vi, y^jz^dxjl^dx, . . yj s,dxj . .Juidx, 

der Differentialgleicliuug (P’’), welclie linear unahhdngKj siud. 

Ware niimlicli identiscli 

(15) . -.j-. Cx'UiJ J • • J 

so folgte liieraus durch Division diircli ;?/j und durch Diilorentiation 
nach X 

^2^2 “f“ ‘ ’ "I" l[i ' ' ’J '^^idx 0; 

hieraus ebenso 

+ h cx%J • f uxdx ■: i 0 

u. s. w. endlicli 

cx . t (x ~ 0, 


also cx = 0. Dann scliliesst man ebeiisu; dass cx i O 

c^=:0, dass also eine Relation (15) unmoglicli ist. 

Damit ist die obige Bcluiuptung erwiesen; Jur 2 — ~ m bildon also 
die Integrale (14) ein Fundamentalsystcni. 

Zwischen den Dcterminanten der lihmdamcnMsyskmc cltn- hvl di(‘H(n’ 
Ableitung benutzten Gleichungen bx y, 0 , di(i wir mit 

D, d; ir, . . 

bezeichnen, besteht nocli eine bemerkenswerte Beziehung. Dio b‘tzle 
dieser Differentialgleicluingen ivst fiir 2 == von der ersten Onlnung, 
ihre abhangige Variable heisae W] ihr Integral Wn i«t also zugltnch 
die Determinan.te selbst. 

Nun ist nacb (6) fiir Gleiclmng (P^) 


-/ 


(lx 


B^G.c 

und fiir Gleichung (12) folgt ebenso nach (IJ) 
D'= O', e 


dX 


also 

(16) 


iy^c,.yr^.i). 
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Entsproclieiid ergiebt sich 

1)"= (,4. D' 

u. H. vv., WO <lio C inimer Constawten becleaten. Verbindet man alle 
(li(\so (noiclumgoii, so orhiilt man ITir .D, die Detenuiiiaiite eines Fuu- 
(lameulalsysiems der Gloicliung (I**'), den Ausdruck 
(17) 

Wir liahen also das llosultat: 

Karui ‘man mn jacbr linvaren homogencn Di/fermtialgkicM^^^^ ein 
lni.(yml mniUclUj so hinu man auch eln Fundamerdalsyskm fur cine 
hdivhiye linvare homoyenc J)il]hrMU(d(jl€icM in der Gestalt (14) attf- 
s/ellrn. Die J>ekomin(inte eines l^dndamontalsystems driickt sick alsdann 
in der Form (17) darch die dabei benuMen Inlefjrale der 

f)ifferen(ialylei(b^w^^ (n — F*'*' Ordmmg aiiSj wclcJie bci dem 

Verfahren der licilie nach auflreten. 


JJl. Ziarackfdhrung dor Intogratioii von mcM homogenon anf 
dio latogration von liomogoiion linoaron DiH'orontialgloiclmngon ^). 
Nat'h don lu‘sul(,a,ien des gegenwilrtigen Kapitels bestebt die vollstan- 
digu Int.egration einer liomogtnieu linearen Differential gleicliinig in der 
Aufstelhing eijH‘s Fundamontalsystems von Integralen. Angeiiommen 
nun, wir krumlen lilr jinle humogene (jlleicliung ein solches linden, so 
sind wir jeigt in der Lag(^, den in dor Einleitung (Artikel 1) ver- 
si»roclunien Nachweis m erbringen, dass die Integration von niclit 
lunnogeiuni linearen (Ucichungini auf dio von honiogenen reducicrt 
werd('n kann. 

Sei nruulicli 


(IH) I'{x, y) -f }>{x) ?)„?/") -I • ^ 1- PnV -h P 


ilio vorgelegle niehi boinogiuio Diirereniialgleichung, so kann 
daraus dio honiogena Difforentialgleieliung bilden 


(i-O V + v) 


a'+p)Z, 


dV 

' (lx ^ 


> dp ^ 

dx 


0, 


man 


oilin' aiisfiUirlieh ge.Mdiriidien 

m -PoP) 

+ ?/'"■ PPa — PiP') 

+ 

+ y (ppn — p„p') = 0, 


1 ) Vgl. FuciiH, OrellcH Journ. Ikl. 68 . ( 1868 ) p. 36811 '. 
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welcher, wie aus der Form (19) ersiclitlicli, alio liiicg'ralo vou (18) 
genugeiL Umgekelirt ist aber niclit jedos Liiegnil von (It^) oiu 
solclies von (18); denn (19) wird ja durcli idle Lcksungou d(‘r Hogenaiiii- 
ten rediicierten Gleiclitwg P == 0 bofriedigt, die olleiibar niclit Integrale 
von (18) sind. Es kommt also darauf an^ unter di*n Intc'graltMi von 
(19) diejenigen zu Iveniizeiclmen, welclie zugleicli Jalsinigioi von (IS) isind. 

Zu dem Ende dividieren wir die (Jleiclunig (19) durcb so(las^■ 
sie die Gestalt aniiimnit 


Oder iiach einmaliger Integration in Bezug aid* 

( 20 ) P= 6 ^^), 

wo G eiiie willktlrlicliej von x unabliiingige (inksse InHlouUd. 

Integral y — r} von (19) hat also die Eigensidiart^ fur y in 
eingesetzt, diesem Ausdruck den Wert ('.pix) zu erteilen, S(d,zt man 
niin eiu ganz bestimmtes partiladiires Integral ij ein (welches gar keiue 
willkilrliche Constante melir entliillt), so muss auch (/ eino ganz be- 
stimmte Constante sein. 1st diesc = 0, ho bat man in oin Im 
tegral der rediicierten Gleichung 

J'Or, 0 ■=- 0; 

ist C =(= 0, so ist 


f} 

(f 


Vi 


ein Integral der nicht liomogenen Gkuclumg (ISh Omni sid.zt man 
2/ == %, so wird 

P- -- p od(‘r J* 4" P • 

Fugt man zu diesem Integral noch ein ludiebigi's l‘'undum(‘iiiai 
sjvstem der liomogenen Gleiclumg 

,p(.r, y) -• 0 

liinzu 

Vi Ik « • • Un , 

so hat man in 

l/l 1 Vii //*j ? • • ’ * Vn 

offenbar oin Fumlamentalsystom der (ileiclnuig (lil); ilomi i>f ja 
nicht Integral vou P=0 uml infolge de.sm'ii niclit diircli . //„ 

ausdriickbar. 

Mit diesem FundamentalsyHtem iimfuKal, man alio Inb'gralc von 
(19), folglich, da hiernnter alle Integralo von (18) hogrillon sind, aiioli 
die letzteren samtlich. Wiilirond abor das allgomoine Integral von 
(19) lautet 

y = cn, + qy, + j- c-„y„, 
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willkurliclio vou x luuiblumgige Grosseii sintl^ 
iiiUHH liierin, w(*mi (18) bofriedigt wertleii soil, notweiidig (3 == 1 seiii. 
J)as <tU(jvmv,hm Inlejjral der nicht hmmjvnen iHeickmg ist also 

Hi 'I + • • * + f'nVn , 

Iki th •• ‘ //« Fnudamentalsyslcm dvr mlacierlen Gleickmuj P— 0 
nad I/, vhh lidtyral dcr honiogencu Olcicinmg (19) islij das nicht mjkiclb 
dnc Losnng von ,/*-:;() ist und dcsscn, Constanten so bcslinmit sind, dass 

/^(.r, t/i ) "I pi^s:) 0 isL Diis luicgnil i/j lie, nut man wegeii seiner 

ausg(‘'/{‘iclnK‘((*ii Stelhing auch IlaiiplinUyraL 

lli(;riuii ist die InU'gnition der nicht homogeueu Gleicliung in dcr 
'I'hat aid’ ilit'jenige von hoiuogenen Uleicluingen zuriUdvgetillirt. 

Nennen wir ?/j, oin lAmdamtmlakystam von Inltyralcu 

dvr nkJd homotjmvn (Htdchtiny 

y) + vO) == 

SO kann man die (JcxdTicientmi dieser (Jloicliung ganz rilinlich wie in 
Ariik(‘l !:](> dureh die Eleinente des Fundaiuentalsystenis ausdruckeu 
und dt‘r Ghnchung selhsi die (iesialt geben 


1 

// 


■ ■ • ! 


1 

>h 

>ly' ■ 

■ • ■ 


(1 

i 

!h 

?/.' ■ 

, . . yM 

0 

1 

i 0 

?A 

y'n ■ 

■ ■ ■ 




Kapitcl V. 

Die Iiitegrale l)ei eiiiei* regiiliiren Stelle iiud die linciireu DiHVreiitial- 
gleichiingeii luit coiistaiiteii Ceeflicieuteu. 

33. Ubersioht iilber den Fortgang der Unteretichnng. Nach 
dem vorigen Kapitel belierrsclit man alle Iiitegrale der Dillerential" 
gleicliuDg mit clem Besitz eines FundanientalsystemH. Urn also dm 
Verlialten siimtlicher Integrale in der IJmgebiuig der einzidnen Werit^ 
von X kennen zu lernen, gilt fiir die Unigebuiig jcder der von 
uns unterscliiedenen Arten von Stelleu eiu daselbst gilltigen Funda- 
mentalsystem aufzustellen oder dock — wo die oxpliciio Aiifstclluug 
eines solchen sick als mimoglich erweisen soUto — m cn’grllndoib 
welcke analytiscke Gestalt ein daselbst giiltigcs Fundaiueutalsyfslcnii 
kaben muss. 

Diese Aufgabe erledigen wir im gegeiiwartigen Kapilel zunileliHt 
flir die reguldren Stellen mid erkalton dabei zugleieh inaiiuigfaelu* Aii- 
wendimgen fiir die Untersucluingen des Ka]). IV. 

Besitzen wir aber alsdaiin fiir die Unig(d)iing tuner jtulen rt^gu- 
laren Stelle ein Fundamentalsystem von lidt^gralen^ so (‘.rh(d)t nicJi 
nock die Frage^ welcker Zusammmhami cwkvhcn allvn> divmi niimdUvh 
vielen Fundamentalsystemen bestekt. Durck die Beantworiung dtu'stdbtui 
gewinnen wir erst den Ikgri/f der fur dati (jausc Oebivt dvr JHlfvrvntlal^ 
gleiclmng mit Ausnalmie dvr singidilren tdtellm dvfmivrfvu (dlgnitviuen 
Integralfunction, (Kap. VI) 

Indem wir darauf in den fbigenden, Kapiteln (Vll, VIII, L\, X) 
ein fiir die Umgebung cincr heliehigen Stelle dor Bt\stimmtheii gilHigt‘H 
Fundamentalsystem aufstellen und untersucken, lernen wir das Verludlvn 
der Integralfunction auch lei singnldrcn Stvilm der Jicslhnmthvif ktuunui. 

Kapitel XI, und XII endlick stellen die analytiseJie Gestalt dtu- 
Integrale in der Umgelung einer gav^ Ivlivldgen dngnldren Stelle, also 
auck in der Umgebung einer Stelle der Unbcstimmtlieit, fest. 

33. Verhalten der Integrale bei einer regnlEren Btellc. Wenn 
rr = 0 eine regulare Stelle der Differentialgleickung ist, so kann man 
letztere in die Form setzen 
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( 1 ) + ■■■ + %^J = 0 , 

gewolmliclie Poteiizreihen von x sind. Obwolil nun 
die Hilmtliclien Wurzeln cler zu a; = 0 gelHjrigen cleterminiereiiden 
(rleiclmng (s. Art. 9) nur eine eiuzige Gruppe bildeii 

0? 1 J . . • J • 1; 

geliort (lennoch naeli Artikel 17 zu jeder derselben eine Reih® oder, 
wie wir nun auf Grand von Kap. Ill sagen diirfen, ein Integral in 
RiCilienform. Bezeiclinen wir diese n Intiegrale bezw. mit 


Vi ?/2 • • • 


and deukeu uns bei jedom dtjrselben au«ser dcin willktirlicben An- 
(anga(X)eril(*jeiiten alle andern willkurlicb bleibenden Coeffieienten 
(h. Art. 15) glelcli Null gcHetzt^ so bildou 2/i ^2 • • • 
sydem vou lulvymlm; deiiii ihre Zalil ist n, und eine lineare bomogene 
ll(datiou zwiselien ihiuni ist aiisgesclilossen ’). 

Ikdrachtet man stait dieses Fuiidaiuentalsystenis das allgeineine 
I ntegral 


(^0 


^ l//l “I • H + ^‘n lJn 




r !...(/,/ willkurlieho von x tinaldiilngigo Grossen sind, ist 
dies (‘iuc‘ gewbliulicdie I N)tenzr(vilH» von deren ih erste Coeffieieuten 
willkurlidi siiuL Da. abtn* die ( 'oeriieienien dieser Poteiizreihe iii^-eli dem 
^Ibiy lor selum Sa.iz die Bed(‘utung lia1)en 



so kann man aueh sagtm: das allycnidae hdajml der DilVerentialgleD 
elmng in der limg(d)ung (dmu’ rt‘guiriren Shdle .r ~ - 0 is( dnn P'luiot-mij 
dir sidi in diaser Unajvbmaj sdhsl m/uldr vvrhiilt •and fiiy ~ G 
nrhst ihmi n ~~ 1 rrsteih AbkUmujen tdllkiirlkhe Wertc an^wichmcn 
fdliiy I si. 

Di(‘se willkurHtdi zu besiimmemlen )i Werte nennt man aucli die 
Aiiffuiysivrric drs Inityrals. liOgl man (hm Antangswerten in 0) spe- 
ziell(‘ \Vt‘rin l>ei, so iudiilU, man aus dem allgmueiutm ein partikularos 
Integral, llier gill- der Satz: 

Id/dd vian aus dan aUycmdnvn hdajfnl ?] dnrch n-mcdajo vcr- 
sdiudaie Wathl dvr Anfanysivvrk ‘n jmrtikulare Integralc 


ni 1 • • ■ >ln , 


1) S. Aiihaug, Zu Kap. I\‘, Sat/, a. 
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SO bilden dicse clann und mir dann ein Fundammtalsysbmy wmn dir, Deter- 
minante der 'tr Anfangsumie von Nidi verscliieden ist. l)(^nn dieHc) 
Detemiiiante ist ja die Determinante der n .FuiictioiKni y., . . . 
filr x — Oy deren niclit identisclies Verscliwindeii sich iirit der linearcn 
Unabliangigkeit von % • • • 'yjn deckt. 

Als wichtigstes Ergebnis dieses Ariikels vviiHlerholeii wir: 

Bei einer regiildrcn Sidle der l)il]\renUalgleiclimig verhaUen sieh 
die sdnitlkhen Integrdle regular. 'Das allgcmchie .Integral hihinen wir 
daselbst in Gestalt einer geivolmlichen Bolencreihe aulslelleiij deren n ersfe 
Goefficienten ivUlkiirlicli hleibenj tvahrend alle fblgcndcu hestinimie tbieure 
liomogene Fiinctionen von jenen sind. 

34. Die sogenannton scheinbar singularon Pnnkte. Wir be- 
merken an dieser Stelle^ dass die UmkeJirung d(\s crsteii Teiles den 
soeben ausgesprochenen Satzes niclit erluubt ist: es ist sehr wohl 
moglicli; dass die samtliclien Integrale boi einer Skdlc x 0 sieh 
regular verlialteii; d. li. gewblmliclie rotonzreihen von x siiid, oluie 
dass iz: = 0 eine regulike Stello dor Uiirerentialgloicliung ist, 

Sei namlicli 

X^d\(x), 

wo CC. 2 . . , cc^i positive gauze Zalileu oder Nidi und /« ge- 

wolinliche Potenzreihen von x niit von Null viu'seliieihuieni eonsianttui 
Glied sind; ein Pundameutalsysteni von Iniugralen i^iiier liiuuircn lionio™ 
genen DifFerentialgleicluing Ordniing 

^ hvnu == 0 , 

so verhalten sicli alle Integralo <Ier letztereu bei n^gular. Man 

darf dabei annelimoii; dass die samtlicdien Zahlen von ein- 

ander verscliieden sind, weil man andernfallH solehe linearis hoinoginu'! 
Verbindungen der h\mctionon x' J.\, .y F'^.Pu an ilire Sielb^ notzmi 
kann, bei denen jene Porderung erfUlIt ist, und di(^ iinimu' n(K*h lintuir 
unabliiingig sind^). Dann ist die Detcrniinank^ dieH^^s b'undanuniial- 


systems 


■r^'^ P 

-^2 j • • • ) 

t> 

J i 

(3) D- 


/* 

SJi ; ■ • • 7 

J ^ n 

* nl 

1 7 


— W+1 p 

7 -* a, « j ^ , 

.J<n /> 1 

wo die neueingeMirten , 
Also ist 

P wieder gewblinlicdn^ 

Potenzreihen Him 


1) S. Aiihang, Zu Kap. TV. Satz 4. 
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(4) 


1) 


I “h H*' * * ‘ 4- • 


n (w — 1) 


.j, 


WO ^ lur X — 0 ivcdcr unendlich wirdj nock verschwindeL Ersteres 
folgt daraus, dass alio Elemente voii J gewolmliclie Potenzreiheii 
sind^ Letzteres daraus, dass liir x — Q z/ in die Form 




1 1 ... 1 

fCjL a.y ... an 

{a^ -- 1.) (fify ™ 1 ) . . . an {a,, — 1) 


zu Hel.'/(vn ist. Deim , , .yVn(()) sind nach Voraussctzimg =|= 0 

un.(l (‘benso die Detenuiiiaute rcclits, da diese leiclit uinzuformeii ist in 


l 

1 

. . . 1 








. . . Clfn 







It./' 

. . . a/' 


- «,). . 

■ («,. - 

- «,) . , 

. . («„ — 1) ') 

«l'‘ 

' ‘ 

. . . ct'* ‘ 

n 







iind all(^ a voii eiiuuider verHchicden. sind. 

Nacdi (ileicluxng (4) verscliwiudet also 1) filr x *== 0 daiiu imd 

nur daiin, weiui a, + + • • • + d. li. w(inn minde- 

st(*ns i‘in(* der Zahl<oi • • • <^>1 > — 1 nacdi 

A Hiked 1>S 


(n) 


n (^, 


' \/'pi 


wo (’ I sif ini. .r () sha/uliire Siedk* d(‘r DilTereniialgleicduing, 
Holmld n I'iir ,1: verscdiwindei. Wenn dag(‘geu D lur .7; == 0 nicdit 

versehwindid, so siiul nacdi den Kornudn (4) Art. 2(> allci (loeriicieuitcMi 
der 1 birenuitialgleicluing TiU* endlicdi, da ja die DeicMuniiiauten 

/>j5 />„ nur Poieuizen von x (‘ntlialton^ also fur rc; == 0. 

nielli unendlieli werden. x ■ 0 isi danu also mjuldre Hiello. 

Wir ha ben da, her das H,f‘.suliai: 

IktiiH'i HHii nnr datni^ innn cin bvi n rti/uldyes h\md(tmm((d- 
xipivin vi)ivr Ibmtrvn Dil^hmimlgUilvIiunij Ordnwuj demrt 


1) Vet’id. Balt.zto*, Th. u. Anw. tl. Dot. § UK 1. S. 85. 

:u dnirh lian l%iideitm)K»^wort ,,<lann*‘ (‘harakieriHieniea Toil den 

vin’il.iiikt t!«»r Vrrf. eiiier privatt^a Mitirilmig von Herru Koolilor in 
H«i<leil)erf(. • X aiu'ii Fabry, Sur las inb'onileK den <‘(juaUonH diHercn- 

i*fe , Faii.‘i, IHH 5 . 
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bescJialfen ist oder imigcformt wmhyii hmn, dass dir ('liizrlNm FArnirnir. 
bem, m den JExponenten 

0, ;l, - 1 

gehoren, ist x = 0 regular e Stella drr J)il]rmdi(dglrivlnivg, 

Wir wolleii clesluilb eine Si(‘lle, l)oi w<»l('li(*r (!i(‘ ( /.wjir 
zum Teil iinendlich wortlen, die sruuiliclK'ii hiie‘i;ral(‘ alx^r sit*h iroi/ 
dem regular verhalten, eine sclieinhar shujiddrr Flrltt' drr I d/lrrr}i{!(d^ 
gleichung nennen und im GegeiiHatz dazu, w<um (*h danud' aiikntumt^ 
die Uutersclieidung zai bcfccmcn, von wirklkh singiddrrn S(<*lh*ri spr«‘chen. 

Gleichzeitig haben wir nacli (l<ir obigen Al»h’iiung das li.oMuliai: 

J3ei einer scheinhar singuldreri Sirllr rrrsrluvlHdr! dir Ihirnnimintr 
des Fundamentahystoms. 

Umgekelirl; kann man Hoforl. die noiwtmdigen und hinreicdiendeii 
Bedingungen dafilr angeb(‘n^ dass (diu^ singulllre Slell(‘ der Dilleren 
tialgleiclumg eine solebe isclieinbar singulan' Hitdle iwtdj: 

1) die n Wtmcln der m der hrtrr/Jrridrn Strllr grhilrifirn drier- 
minierendcn (Ueklmng rmlssen n van rinandrr rrrsrhirdmr p(Ksi- 
‘live game Zahm, sdn, teorunlcr sirh {melt da* Ntdl brfhidrn 
hmn und VqU denen fuindrdens rinr "::^n I srin mass, 

2) liei jedcr vcm diescn Wurzelv miissai dir naiint/KHgrn drs 
Artilcel (14) cr/illll sehij dass 0U ihr einr llrihr grhihi. 


35. Dio linoaren Diilorontialgloicliuiigon init oonniauteu Oooril- 
oienten. Von dem Inlialt dea Ariikel IVA kunmni wir Anwendung 
macheii auf die wicktige KlaHHc d(n' limninm luHnogimen IHirerentiak 
gleicbungen mit constanten (Joeriicienlen 

( 6 ) « -4 1 a„n . . (), 

wo a^a^.-.an Conatanteu Hind. FUr ditwo Oliiiclam^f int. Jcdtn- md- 
liclie Wert von x regular uud seiue llingoliung die ganxe .r- Hlnnu*. 
Wir wollen daher I'iir a; = 0 eiti lAiudiiiiiciil.alHyHl.<;m vua Iid.i'gralea 
•aufstellen. 

Urn zuniicliHt oiu partikularcH Integral zu crlmlien, wiilileu wir in 
dem allgemeineu Integral 

k r* 

k.M) 

die n Anfangswerte bezw. 

eg=a 1 ^ ,i*n — 1 

1 ) Vergl. I’uchs, Crellea Journ. ( 58 . ( 1868 ) S. .' 581 , wo ilin Hcheiiihar Hiiij'ti- 
laren Stellen „ausa 0 rwoscntliclii singular** gouanut wenlcii. 
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wo r erne noch zu bestimmende Grbsse ist, also 

% - 3 1 , iJo' »■ > ‘ • 

Damit nun auch die Ableitung von ^ fiir = 0 sicli dieser Form 
anpasst; also gleicb der Potenz von r wird^ muss r der Gleichung 
geniigen 

(7) q)(r) + ■ * • + = 0^ 

imd umgekelirt, wenn r eine Wiirzcl der Gleicliung (7) ist, so ist 
— fn sogar ganz allgcmeiii 

(8) a — w , 9H- 1 , • • • ) . 

1st nrimlieli sclion bis zii irgend eiiieni Wert von X diese Bebaiiptung 
erriillt — und sie ist (js ja bis X -- n — so gilt sie aucli fur den 
nilclist gr(‘)sseren Wert von X, Dies zu bcwoisen, differenzieren wir 
die Identitat 

(A - M)~mal nacb x 







- 1 -1- 

1 -u) 


woraus folgt 






(!') 




- l«iV 

^ .).l ...+ 


“"'I- 

(fill, 

nun 

(«) 

sc.hosin 

bis X — 1 

, HO folgt aUH 

00 







+ <h)-“ ~ 

+ •■ 


odor 




* 








’ 

-"l9)(j-) --- j-'‘J 

i >'■ 

i 

f 

(la r 


(due 

Wurze 

\ der (Reichung (7) ist. 




1 liermii 

ist die, 

Giiltigkeit 

(hu' Ghdehung (S) 

a,llg(nueiu (hirgcithan. 

und 

wir 

liab( 

m das 

parti kulare 

t lnt(*.gral 






n 

1 + ;• 

, r*’ . , 

"1 2 ! "t" ;t ! 

-1- 

* " ’ 7 


w<‘un r eine Wurz(d dor Gleichung ^fr) ■— 0 isi, <lie man wegen 
dioHC'r licalcniiung di(^ charaktvriatisvhe (HvwhmKj drr 
(r>) nennt. Si<^ wird a, us der Dinenmtialglaitdinng gtd>ildei, indeiii man 
tdnlmdi jede Ableitung von ij durch die Potenz von r ersetzt, deren 
Kx{M»nent glideh d(‘r Onlming <li‘r Abhniung ist. 

l)ie filr (‘nniiielie lleiht^ sielli nun b(*kannilleh die ]*hj)(mmlud- 
fuNciinN. 

f.rx 

dar. Wir kiuinen uns ubi?r auch auf den Standpunkt stellen, dass 
wir <lieKt* I'huifiion inx'h gar nichi kenneu und die durch die Reihe 
detiiuerie hdinetion von ra: nur inii dem Zmkm belegen. Als- 
dann lehri umh die* Theorie der lineanm Ditrerentialglciebiungeu die 
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wichtige Eigeiascliaft dieser Function^ dass jeue Darstellung fur die 
ganze ir-Ebene gilt, weil ja die Umgebung der Stelle = 0 der 
Diflferentialgleicliuiig die gauze ra?-Ebene bedeckt. Wir erfahren also 
lediglich aus der Dififerentialgleichmig selbst^ dass 


wie man aucb sagt, eine hestdndig convergente Potefi^reihe ist. 

Hat mm die cbarakteristiscke Gleichuug (7) n verschiedene Wur- 
zeln ^2 • • • erbalten wir auf diese Art n partikulare Integrale 

( 10 ) 

deren lineare Unabliangigkeit im nachsten Artikel bewiesen wird. 

Hat dagegen die cliarakteristiscbe Gleicbung weniger als n ver- 
schiedeiie Wurzeln, so erhalt man zimacbst weniger als oi partikulare 
Integrale. Ist aber dann z. B. eine y-facbe Wurzel, so ist 

( 11 ) (p(rj) = 0 , (p'(r^) = 0 ,..., ^ 0 . 

Setzt man nun, um weitere Integrale zu finden, unter Anwendung der 
im Artikel 30 vorgefiibrten Fucbs’scben Methode 


(12) y = 

so erbalt man fiir B die Differentialgleicliung {n — 1)*®^ Ordnung 


(13) aj 


+ ‘““"[(S) n' + (” 1 ') “■ ’'i + “J 

+ + (”T 'h'.'+ (”T *) + %] 

+ 

+ + («— l)airi«-2-l 2a„_2 J = 0, 


welclie wieder constante CoefficieDten hat und zwar als Coefficient von 
0 f s', bezv. 


9(r,), 






Mit Eiicksicht auf die Identitaten (11) lautet also (13) 


(13“) 


*(»— 1) . 


9 


,(«-!) 




cp^y^r,) 


(n — 1) ! 


^0-1) == 0. 


Diese Gleicbung wird aber erfflllt, wem naan 


-4o -f- A^x “{■•••-{“ AY—2xy~ 


setzt, wo J. 0 , Ay — 2 vollig willkiirlicbe Constanten sind. Also 

liefert (12) fiir Gleicbung (6) das Integral 

y = + Byx-i 1 - By-^xy-^] 
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WO cli(J B willkilrliclie OoiiHtaiiten siiid, oder also die y Tntegrale 
( 14 ) 

Atif (lieHO Weino gelangt aiian boi eiTier y-faclicn Wnrzel der 
cluiraki(*riHtiHclH‘n (ik'ichuiig zu y Integraleii der Diilbrentialgleichung 
(d), also im Cbuizeii Htein zu n Integraleii. 

!{<>• NachwoiB dor Ihioaroii Unabliungigkoit dor n aafgOBtollfcon 
lutogrtiU) dor Difrorontialgloiclruug mit constautou Coefflcionton. Um 
zn l>ewt‘iH(‘ii, (lass die (‘rniilUditei laic^grale dor IJiilerontialgleiclmng 
(()) in jiulem Kall(^ (‘in l^'undanHnitalsjHteiu bilden, braucheii wir nach 
Arfcik(4 llll mir zu z(‘ig(ni, dass die Determinante der Aniangswerte 
von Null v(^rs(drKHl(‘.n isi. Dit^se Deterininantii lautet aber, wenii wir 
gl(‘i(di (hni allgenudncni l<all, dass ineliriach(j Wurzcdu der eliaraktc” 
risliHcduni (Jbmdiung vorhaiKkni sind, irrs Auge lasscni; 


1 r, i\- . . . 

n 1 

0 I ar, . . . 1 

— I )■>•,'* “ 

0 (» u ... (i/ - 

- n(«' ■' 

1 n )\r . . . 

y n > 1 

. . . . . . 

. 


!Si (3 ist so gebildefc; class oilier y-tkclieu Wurztd y Zeileri eiitsprechen, 
doren erste die (P, I*'', . . — 1)^'’ Potenz dieser Wurzel als Elo- 
mente (vntliiUt, wilhrend jede f()lgond(3 der y Zeilen aus den Ablei- 
tung(ui (l(‘r Ebnmniiis der vorliergcdienden nach der betrellenden Wurzc?! 
bestcdiL l)a,s Verscliwinden (l(;r l)(d;(‘rminaiite /Hiilttc nun ziir Folge^), 
dass (lie Elemento j(ul(',r Zeilo (vin und (lcrsell)(ni liuearen homogenen 
Relation gendgteji, deren (joefticienten niclit samtlicli Null w’arcni. Rc- 
zeichnet man diese Ooefficienton mit , A'/* ~.i und setzt 

+ . . . + g{r), 

so zi(dit also das Verscliwinden von I) die id(3ntitaten nach sicli 
//O'l) //'O'l) ^ *>?••• (j'i) - ■ 


d. li. die ganzo hknudJon libchstens (yi — Grades von r /y(r) 
mUsste (lurch j(ulen dm' Linearlaktoren der ganzen Function (irad(‘s 
(/;(>') und zwar (lurch jialen ehenso oft als jeue teilbar sciiu Dieser 

1 ) S. Auliang! 

II afriur. Uiirtjnjiiliali/Uuchimm'U, 


5 
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Widcrspruch lost sicli iiur tltuliirchj duss ulli* A,,, A^^ .. . A,< i ideu- 
tisch Null sein musseu odor 1) 4 ^= 0 isL 

Hierniit ist erwieseii, dass die n hiiegrah^ tier <deieltun‘^ (il), die 
wir im vorigen Artikel ormitteli liaben, eiii bundauieniuLs) .siem Idldeu. 

Die in den beiden let/ieii Artikelu (‘iiUviekelti* Ttu‘eri<‘ d(‘r liiuninai 
homogenen Dilferentialgleicluuig(.n luit eeii.siuuien (kHd'tieieultui i’ilhH, 
also zu folgendein Ergebuis: 

Wenn 

y(n) «-[- I ((^^y U 

cine lincare homogene JHJjhrniudyky^^^ mil cansianicH ( orf/lnmiai /.s/j 
so Uldet man die mujekofige (hirakterlslisvhe (Unrhuug 

g)(f) r : r'' + ‘ + ' * ' *1 

Jedcr f-fachen Ewmi dvrselhoi )\ cnlsfnrclioi dtr y iaitgntlt 

^ ^ .r. 

der BiffhmUalglew^^^ Die so resnliitrrmlrn Inityrdlo btithii rin 
FmdamentalsyslenL 

«J 7 , Beispiolo. Zwei ganz eiul'aelu* HeiNjdelt* mtH»vH mudi < 1 (m* 
allgemeinen IJntersucliuiig Jbigcui. 

1. Be ispie l: 

( 15 ) ,i) 

ist eine lineare bomogene l)itrereiiiialgleie!uing mil eiuintiujiru CNedli 
cienten. Die zugeliorige charalderisiiH(‘lu! Ultdeluuig lauttd 

r I -- 0 

und liat die Wurzelii + h ~h ^ V : ^ luihiat tlaher 

das Fundamentalsyntem 

f •‘‘A 

Da auch jede lineare homugem; Verbindiing dt r Kbeueiiti* th*M;-^rlbcii 
niit constanteu (Joeflici(‘iiien eiii Inb^grid he mils.-niMi mwh 

+ . r‘» . - 

C(')S;f , am a’ 

2 ^ 1* i 

der Differentialgleiclinng ( 15 ) gcmilgen, woven man .sieh iu d.-r Ibai 
leiclit tlberzeugt. 

cos und sin siiul aber wiedcu* ein lMiiidiiim*nlaNv*‘iteiii * tleun 
ihre Determinante ist 

cos Xj Hill X 

— siii rr, cos .r 


cos ‘'V’ + .siir\r I j M 
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Will man umgekelirt die lineare komogene Differentialgleichung zweiter 
Ordiiung kilden, von der cos sin x ein Fun damentalsy stem sind^ 
so lautet dieselbe iiack Artikel 26. 

y , ?/' ; y' 

cos — sill Xj — cos X ~ 0 
sin, cos .r, — sin x 

oder 

y + 

sodass nuui, ^vic es der Fall soin miisste, wiederura Gleichung (15) 
erliali. 

. 2 . 'Beispiel: 

(16) tr 

Dio clianikteristiscke (Tloichung ist 

1 , (r l)-(r + 1) 0 

uiid hat die Wurzelu 

1 , 1 , 1 . 

Ein l^Hindaiuontalsystem von lutograleu der Gleickiuig (16) lautet also 

X(^% c 




Kapifcol VJ. 

Die IiitegTalfuiictioii iiii gmmm (xebiet der DillereiitialgieieJiiiiig. 

Griippe del* DiilV^mifialgleieliuiig:. 

38* Peststellujig der zu boliaiidclndon Aiiigubo. Ini vori<ji,(‘n 
Kapitcl liaben wir das Verluilton dor Jntcgraln oiiior liiK^aron hoinogiMnni 
Differentialgleicliung 

(1) P{x, if) H + :lhiK ^ 

in der Unigebung ciner regulilreii Bt-elle untersucbi; uud ITir eiuo solo.ho! 
ein Fundameutalsystein von 'Jntegralen aulgestelli .Hovor wir luis 
aber nun zu den singularen Stellen wenden, triti, -wio sclion in 
Artikel 32 beinerkt wurde^ nocli cine andere Auigaln^ a,n uns lun-an, 
die in dem gegenwartigen Kapitcl ilire Krlodigiing lindmi soli. 

Der Bereich, ffir don bislier die ]nt(‘gralo d(‘liniort sind, isl, die 
Umgebung des jeweils ins Augo gefassbin rogidartni runklos, also Inn 
unsern Pormeln die Umgebung des Uunlvies .7; — 0 oder das lunon' 
eines Kreises^ welchor im Allgenioinen nur ivinmi 1\dl d(‘s ( )(‘l)i(*i.os 
der Differentialgleidumg ausmaclit. Doiin nioliL iinmor win! wi(‘ in 
dem Beispiel der Dillercnitialgleiclunigeii niit eonsianUni (kxd'lioionlon 
die Umgebung eines beliebigen PunktoH Ixvrtiits <las gauze (bdiiei. der 
Differentialgleicliung bedecken. Wrihroud also auf dor (‘iumi <las 

allgemeine Integral zuniiclist nur ITir oiu liesoJirilnkl.eH (JtUiid, d(*linieri 
ist, wissen wir andererseits — weil wir bei jc^diun Ixdiidiigmi aiulern 

regularen Punkt gcradeso wie bei a; = 0 verialLrou komuni ^ dans 

in dem ganzen regularen Toil des Gebiotos dor Dillonmiialgb^iohung 
das allgemeine Integral wirklicli existiert. Es tlrilngl, sieh dalun* oino 
Frage auf, der wir eine doppelte Fassung gebon kbnntm. Wir wiiii 
schen niimlicli zu wissen: 

1 ) Welcher ZusammenJmig hesteht zwmlmi dvm Fnnd((nivJif((lsi/Hfi‘m 
von regularen Integralen, ^velcl^es filr die regtddre Hlellr j: 0 loid 
dem^ welches fur eine heliebige andere regtdare Idtelle x *== a aKfgrslallt 
wird? 

2 ) Wie ermitteU man den Wert, den ein ^unachsl nur filr die 
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Uingebnng der reguldren Sielle x = 0 definiertes Integral in einer helie- 
higen andern reguldren Stelle x = a erhdlt? 

Es ist dies in der That nur eine verschiedene Fassung derselben 
Frage; denn wir werden sehen, dass mit der einen der beidcn Pragen 
zugleicli auch die andere ilire Beantwortnng findet. Als Ausgaiigs- 
puiikt der Untei*sucliung wtihlen wir die zweite Form der Fragestellung* 

JJi). Analytisch.© PortsetznBg der Integral©. Es sei 

k ^co 

( 2 ) ri = 0 ) ^ ekx’‘ 

eiu Ixir die Omgebung der regnliiren Stelle x — 0 definiertes Integral 
mit den Airfangswerten 

% % • ' • nn^l- 

Den Kreis, wolcher die Umgebung von x ^ 0 darstellt, wollen wir 
mit die Umgebung einer baliebigen andern regularen Stelle Xi 
mit .7C-, die zugehorigen Radien mit It, bezeicbnen. Nun fragen 
wir: welelien Werfc iiiiniiit das zunilclist nur fiir definierte Integral ^ 
11 einem ausserha,lb ]i\^ gelegcnen beliebigen regularen Punlct x — a an? 

Zur Beantwortung dieser Frage verbinden wir die beiden Punkte 
== 0 uud X a durcli eine beliebigc, sich selbst nicbt schnoidendo 
(lurve G von ondlicher Lilngo, welche in ihrem ganzen Verlaiif einen 
endlichan (nicbt uiiendlieli Hein werdenclen) Abstaud von singulilren 
Bunkten bewahrt. Dass cine solclie Curve sich immer herstellen lilsst, 
folgt auH den Bcnicvrlcungen fiber das Gebiet der Differentialgleichung 
(Art. 2). Sic wilrc nicbt lierstellbar, wenn das Gebiet dm* Diderential- 
gleielmng aus getrennten Teilen bestrinde und die Punkte 0 und a 
in zwei verBcldedenen Tei- 
len liigon. 

Nun sei der ersto 
falls es deren xnehrere 


giobt Scbnittpunkt von 


von K\^ und G in der Ekdi- 
iung von 0 nacb n, eiu 

Punkt auf 0 zwischen 0 und 

/ 

1 



dm* der Uedingung ge- 

v 

nUgt 



- ' • a; 


1 I < ? Fif?. i. 

wo Jil nach der vorbin ein- 

gefilhrten Bezeicbnung der Radius der Umgebung des IbinktcB x^ 
ist. Diese Bestimmung eines Punktes ist wiederum stets luoglicb; 
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denn der Radius dor Ifmgvbuuo’ eiuos jinhui l'uiikti‘s auf 
VoraussetzuiJg koine uiiondlioh kloim' (i rosso; also hruuohf 
iiiir liinreicheiid luilie an aut’(^ liorair/.urdoktui, uni dit 
Ungleichung zii ertillkn. Dor Kwin A] groit’t claim ludw 
die Flaclie von hinaus. 

1 st daim der orste yciuiittpunki dt^s Ikirvcmsliirk 
dem Kreis so kaiin man abonaals oinc'ii Ikinkt .r. atii' 
imd annchmen, sodass 

11. kS. w. Man erliilli auf dioso Art auf T dic^ lOdgo \t 
deren jeder nocli inuorhaJb dor I UH4’«dHun4 dr ; c 
den Punktes liegt, aber von jonom duroli cdu Sfiiok diT (* 
endliclior Liinge gotrount; ist. Da. a, ben* dir ojuir/.** Ourve* i 
liche Liuige liabon sollfco, wird uuui {dlglit'h nacdi cduor fii 
mbl von Wiodcrliolungon jonor Ojuu'aticui 7 .u tdinmi Ikmkt 
gelangeii, derart, dass sowold (t \vi«* ilas ( ’urvritstilfk \«m f* 
innerluilb dcs Kreisos K„^ lit‘gi. 

Jetzt wandeln wir din Potonzndlu* wrlolu* uac 

von X fortsebreitet, in eine naoh Pcdcarzcui von a* a, idr 
Reihe urn. Wir setzon m dcuu Zwook 

a; (.0 a'i) l-.Oj, 

entwickein die oinzelnen PotcMizoii von a* in '' 4 \,fa' U| umdt 
niisclien Satz in Polon/ani von .o » • .Oj, urdinui daiin alio 
letzteren uiid erlialteu so 

I 

^'o C'’ 1 * * ' O' >'0 '^1 ' 1 

» u 

Die letztoro Reihe eoiiverj^iert sielu-r, Hdluui'i' .c iim.-rhulli 
uiu til.s ]V 1 ittel[iuiikli bleiht, der iiaeli itiniTliiilli Aj, 

wahre Convergemkreis der iieueu IJi'ilie iai uher grr(f<.M‘i 
folgendennas-seu ermi t,l idt. 

ist ein Integral der Dilleroiitialgleicluuig (1 i hei der re-gn 
a/=.ii/i5 Cleiin iat ja nur eine I . mtoriiuiiig tii'r l!ei 

und Xi liegt nocli im 0onverg<>n2g(‘l)ie(, vtm |(l). Ku 
in dem allgemeinen, Kir die linigidmiig von .t\ i. 
den integral von ( 1 ) bei geeigneter Wahl der Anf'uiigHvveri 
sein und der ConvorgenzkrciH von '|C,(z;.r,) niit demjeni}. 
dachten allgemeinen Integrals, d. )i. mit A\ , iiltereiiwlitiim 

Wir haben also das zuniichst nur flir dua Inner(! von J 
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Integral 7] nun aucli filr definiert, d. li. ftir das Innere eines 
KreiseSj der liber die Flaclie Yon hinausgreift. 

Genau so fahren wir nun fort, indem wir die Potenzreibe 
innerhalb convergente Reihe 

umwaudeln, welcbe innerlialb die Function fj darstellt u. s. w., bis 
wir zu der innerbalb Km giiltigen Darstellung von t] 

7j === 

gelangen, welcbe die Berechnung des Wertes von t] fur cc = a gestattet. 
Denn der letztere Punkt liegt ja innerbalb Km- 

Das bier angewandte Yerfabren nennt man die amhjtisclie oder 
KHis-Fortsetmng der Function t] Icings der Curve 0. Dasselbe fiibrt 
zu dem Resultat: 

Wmn man das mndclist nur fiir das Innere der TJmgekmg von 
X = 0 definierfe Integral tj Idngs einer lestimmten Curve C nacli einer 
beliebigen andern 7'eguldren Stelle x = a hin fortsetzt^ so et'MU man 
einen bestimmten Wer't des Integrals ri fiir x = a, 

40, Das monogene Gebild© der Integralfunction. Mit dem Yor* 
stebenden Satze ist das Integral t] tbatsacblicb fur das gauze Gebiet 
der Differentialgleicbung mit Ausnabme der singularen Stellen definiert. 
Denn aus der einen Potenzreibe 5po(i^|0) entspringen Yermoge der 
Fortsetzung unz*ablig viele andere, welcbe die Function i] in der Um- 
gebung eines jeden regularen Wertes Yon x darstellen. Die Gesamt- 
beit dieser Darstellungsformen oder Potenzreiben, welcbe alle aus 
einer einzigen you ibnen in der angegebenen Art abzuleiten sind, 
nennt man aber nacb Y^eierstrass das monogene Gebilde der Function 
rij wabrend die einzelnen Potenzreiben, welcbe die Function iq in der 
IJmgebung der einzelnen Werte Yon x darstellen, die Flemente dieser 
Function und, wenn es sich wie in unserm Fall um regular© Stellen 
bandelt, speziell die reguldren Flemente derselben beissen. 

Versteben wir unter 

V = ^o(®iO) 

iiunmelir das allgemeine Integral der Differentialgleicbung (1), bei wel- 
chem also die n ersten Coefffcienten der Keibe 5po(®10) willkur- 
lich sind, so fiibrt das auf dieses Integral angewandte Fortsetzungs- 
verfahren zu dem Begriff des monogenen Gebildes der dllgmeinen 
Integralfunction. 

Wir seben jetzt, dass wir nicht zu einem solcben monogenen Func- 
tionsgebilde gelangt wiiren, wenn wir zugelassen batten, dass das 
Gebiet der Differentialgleicbung aus mebreyen unter einander nicbt 
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zasammenhangenden Bereiclieu * beistelum kann. Denn in 

diesem Pall liatte man ja die flir die tJmgebung eine« Pimktes in (/j 
z. B. definierten Integrate niclit nacli den Punkteii der aiHl(‘rn (Icbielc 
hin fortsetzen konnen. Man lultte also in Jcdem der (Jebieto ein 
Functionselement anfstelleii miissen, niu daraus Jilr dieses (Jcbiet ein 
monogenes Piuictionsgebilde abzuleiten. Man gclangtc also danii zu 
dem gleiclien Resultat, als wenn man die Dinerentialgleieluing (1) 
einmal nnter dem Gesiclitspunkt belnindolt; die tioeriicienten vvilnni 
mir fiir ein anderes Mai, sie wilren nur flir (K u. s. w. deiinieri. 
Hiermit ist die in Artikel 2 aufgestelltc Behauptuiig erwicsen. 

41, Gebiet der Bindeutigkoit dor Intogralfunction. Naelultnu 
wir imnmehr den Begrilt* der liir das gair/a^ (i(d)i(d. tier Didenaiiial- 

gleichung — mit Ausnalime der siiigularen Sl.elleu dtdiniertt^n Ini(‘gral- 

fnnetion gewomien liaben^ konnen wir di<* uoeh zu (*rledigendeu Aur- 
gaben aucli die ’UnUrsachumj der Inkyndpuiclijyn /An/re;/, (ivhiet dvr 
Differ entialgleichmg nennen, Bei einer soleben luneiionentIuu>reiisehen 
IJntersuckung ist aber die ersfce Prago die naeb der KindvntigkvU dvr 
Function, Wir wollen dalier jetzt ermitteln, in nrlchvni (Ivbivlv sirh 
die Integralfmiction eindeutig verhdlL 

Das partikulilre Integnil t'/, welches dureh (dtdehung (2) gc'gidxMi 
war, erbielt nacli Artikel iW in einem bolitd>igen regulilren Punk I 
x = a einen bestimrnten Wert, wenii man auf einem Ijcstiiumbm 

Wege C von 0 nacli a lartscliritt. Wir verbinden nun dii* beiden 
Pnnkte 0 imd a durcli eine zweiic Curve C', wcdelu^ fblg(ui(h*u 

Bedingungen geniigt: sic g(difc iler Iteihe naeh durcli die PunkU* 

Xy x,f x.f , . , von (hnien 
\ ghdclizeiiig iuuerhalb 
I \ and J\\, gleiclr/tdiig inner- 

1 \ hall) A] und A\; , u. s, w., 

\ ' ’'"* endlich xA gleiehzeiiig innt‘r« 

r/ hall) /Crt .1 untl liegi, und 

/v' dabei verlauil das Hitlek dtn* 

Curve (/ von bis x/ gunz 
innerlialb IQ, das von bis 
x\/ ganz innerlialb A\y u. s* w., 
endlich das Stilck der Curve 
O' vou Xm bis a ganz inner- 

halb lieido (Jurvesn be 

sitzen wahrend ilires Verlaufs einen Abstand von einander der ab- 
gesehen von den Endpunkten — nirgeuds imendlich klein wird. 
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Benutzen wir nun die Curve G' gerade wie vorher Cj um das In- 
tegral ri von X — 0 nacli x — a fortzusetzen, so gelangen wir in 
X =a a zu demselben Wert wie vorlier. Hiervon ilberzeugen wir nns 
sclirittweise, indeiii wir die Curve G in die einzelnen Stiicke 

• • •j } 

die Curve G' in die entsprechenden Stiicke 

Ox/, Oi'La 

zerlegtni und jedesnial die Piiiikte 

XjL und x/, Xji imd und Xrn 

geradlinig niit einander verbiiulen. Berechnet man nun den Wert des 
durclx seine Anfangswerte filr x = 0 delinicrteu Integrals tj filr x = Xi, 
iudeiu man sicli entweder denkt, dass man direkt auf der Carve G 
dabiii gebt oder auf G' erst nacli x/ und dann geradlinig von x/ 
nacli Xj, so ist das Resultat dasselbe, weil man sicli nur innerlialb 
des Kreises bewegt liat, in welcliem man die Function fj durclx ein^ 
und dieselbe Potenzreihe darstellon kaixn. Bereclxuet man 

dann den Wort der jctzt innnrluxlb ./v^ durclx die Gleiclxung 

n = 

darstellbaren Function tj in indem man entweder auf G direkt von 
nacli x.j ilberg(?ht, odor von nacli .r/ (woboi jetzt in x/ t; den- 
solbexx Wert crliiilt, den es vorlier in diesem Funkte Ixatte), von x/ auf 
(/' nach x/, von x/ geradlinig nacli Xo, so ist das Resultat wieder das 
gleiclie, weil man beido Male innerlialb ]\\ geblieben, worm •}} (lurch 
(vine gewblinliclxe rotenzreihe darstcillbar, also eindeutig ist. Fasst 
man niui die beideix, uaclxeiruuidor ausgefuhrten Scliritte zuvsaiimxeii, 
so kann man den Weg x/X| und den entgegengesetzteu x^x/ einfaclx 
woglasaen, weil man in x/, wie obeii sclioo bemerkt wurde, wieder 
zu demselben Wert von fj zurlickkelirt, mit dem man das erste Mai 
ausging, lliernach ftiliren die beiden Wege von 0 nach x^, wenn 
man einmal direkt auf G gelxt, eiu zweites Mai erst auf G' nach x./ 
(lanu geradlinig vou xj nach in Xy zu demselben Wert von 

(ieuau so weitersehliesseixd erkennt man, dass die Fortsetzung 
des lut(‘grals von 0 xiach a auf 0 und O' zu demselben Wert Mirt. 

Nun kaun man G' so behaiideln wie vorlier 6', also auf C' eino 
Reilie von Ihinkten aiinehmen und eino Curve (J" so Icgen, dass sie 
successive in dereu Uiugebungeix verlauft, u. s. w. Man kann die 
Wegeurve zwischen 0 und a in dieser Weise allmilhlig immer weiier 
und weiter variiercu uml schliessliclx in eiiie beliebigo andere Lag(^ 
tlberfilhren, falls nur zwischen dieser und der urspriingliclxen Lage der 
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Curve keine siugularcn rmikto eingesvlilosHon hiikI. weiui iiuui 

sieli bei cler Verschiebuiig der Giirvo zwisc.luMi 0 uiul a iim lUn' 

C in die Lagen 0] eintvr .siiigiilaivn Shdle niliuTl, so w«‘nb‘n 

ill ihrer Nillie die Coiivergeir/k,nuso <l(*r Punkii* nuF der Wegcurve 
immer kleiner imd kleiner, schliessliidi unendlicli khdn, soda.ss man 
zuletzt den fur die Curve gelWderbni bligensi'liafitui iiirhl lurlir giuingcu 
kaim. Liegt dagegen zwischen irg(‘nd zwtd die Fimklefi tmd f( verliitubui- 
den Ctirven Guild C{ kein singulilrer l^uaki;, ho kaiin ruan in der aiigegt*- 
benen Weise stets von der eineii Huei^essive zu der jiiidmii nhorgelion. 
Zwei solcbe Wege frdireii also siels zu diunstdlMUi W eri drs Infrgral.s. 

“Wie man sicli, nun z. B. Ind dtui I<’unelii»neii, | ,f und log .r^ 
welclie iiiclrt in der gauze, n a’-Ehiaie ]\ <*indeufig siini, ein iBduid. der 
Eindeutigkeit F/ dadurcdi hersielltni kann, dass mail i‘ini*ii al:s um'iber- 
sebreitbar geltendcn Vcr;:i(Fujinuj}^i^rli)i!lt v(m 0 Ids in's I'neitdlielie iegl^ 
rdinlich bier. Das (Jebiei; <l(‘r hillereidialgleielning iM'.sfjdii aim <b‘r 
Gesamtbeit der regularen uml ausserwesmdlieli sinj'ul.'ireu l^mikie der 
’•Difierentialgleicliung und bildet edneu zusainimmldingmnlrii Uoreieh (u 
Dieser entstcibt aus der ganzeu luumdlielum .r- Fbiem'j indent siiiniliehe 
wesentlicb singulare Stelhni aus derstdben ausgesehnif len werdenj s«d en 
dass dies isolierte runkte sind, orler dass sie giin/a* Curven otler ^'ljI{•llen- 
stiicke anfLlllon. Sticht man in gleielim* Weise aus r; aueli noeli <li(‘ 
samtlicbeii ausserwesontludi singulilnm Siidlen iius (efwu dnreh unemk 
lich kleine diese .Biinkte iimgeliende (kmiuren) und alle unen<lli**li g'ro.s>;en 
Werte von x (etwa durch eiinm Knds urn einen im Biidlielien gelege^ 
nen Mittelpimkt mit bediebig grossem liadius), so ktoiu man (bm 
itbrig bleibenden Bereicb, der nur vcm n*gnrureu Bunkten eriflllt ist, 
den rcgnldfen Toil des (lehidcs dar FiffvrcHiJtihjIvifItHHtj neiinen. I He 
Begrenzung dieses zusammeiibangnnulen Bereielm le-^ield iuiidi \’t»r- 
stehendem aus eirier Anzalil gesehlossmier (’urvem \\ erdeii diese etwa 
durch . Cx bczeichnet und vm'l)iii(b‘i man Gj lult mit 

(;j, u. s. w., (Jx^i mit dureli einamltn’ uml Hieli Helb.^t nirlit selinei- 
dende Schnittliiiien, sogcnnuiutc^ P'enmdirumjssehniitt^^ m whlllt man idn 
ebenes ziisaiumenbang(vnd(3B (iebiet welcdies niir von einer idu'/igeii 
geschlossenen Curve begrenzt wird uml in der Sprnein* df*r 
lysis Situs ein einfach ziiscwinK^uhiinifviHlcs (hhivt heisst. liesehriiio 
ken wir die unabbaugige Variabci x aul ein soleln^H Gidtiei it\ sc» isi 
es offenbar gar nicM nidglich, dam zwei Wegi‘ von .r, widelie dieselhen 
Pmikte mit einander verbinden, singulilre Punkte zwiselmn sieli ein- 
sebliessen. Je zwei solcbe Wege inOssen dalicn* notwendig zii dem- 
selben Endwert dcs Integrals iQhren, und wir kbiinen nunmehr das 
Hesultat des gegenwartigen Artikels folgenderunissen uusspreelimi; 
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Die Jut(Hjralfim(‘H()n t; dcr Dii]h^entialgleielmng (1) ist eindeuUg m 
jcdeni cmfiicli msamimumlidngendeny von singidlircn Punkten freien Gebiet^ 
das man aiis dem Gehict der Diflhxntialgl^^^ hcrstellcn kann, 

Zwoige dor Intogralfunction, Bescliraiilvt man die miab- 
lulngigc Variablo a: auf ein solcluvs Gebiet G\ so erbillt man clurcli 
Fortsetzmig des Integrals 

liber dieses gauze Gebiet eiiien elndeiiligen Ziveig dcr Infegralfmdion^ 
d. li. wemi ill der Poteuzreiho ^^oO^’jO) die willkurliclien Oonstanten 
eimiial in irgond einer Weise lestgelegt sind, liefert die gedaclite Fort- 
setzimg der Functioii in jedein beliebigen Funkte von 6r' einen imd 
mir einen bestimmten Wert deraelben. IJebersclireitet man dagegen bei 
der Fortaetzung von 'i] einen oder melirere der Verzweigungssclinitte und 
sieht dicse Linien daranf wieder als unuberscdireitbar an^ so liat man 
abermala einen in fr' eindeutigen Zweig der Tntegralfunction, der aber 
iiu Allgemeinen von dem zuerst betracliteten verseliiede.n ist^ d. li. in jedcm 
Ibinkti^ von (V einen andern Wert anninnnt als jener. Der erstc Zweig 
ging also lK‘im Lleberschreiten jener Liiiie in den zweiten ilber, luul dalier 
reehtrertigt sich der Name VeriiwcignugsschniU fur die gedacliten Linien. 

Ln Allgemeinen kommt man so zxi immer neuen, also zu imend- 
lieh vielen Zweigen der Integral runction. 

Das Ueispiel der Gauss'schen Dillerentialgleichiuig 

0>) - \y (a + -f aftg 0 

mdg(‘ di(‘S(', Begrille uoeli nillier veranselnudieben. Das Gebiet dieser 
Dilltn'tmlialgleichung ist die gi‘samte ;i>.Kbene; die einzigen singulareu 
Ibinkte im Fiullichen sind .r ► -d) und 1 , Benutzt man also z. B. den 
positiven Teil der reellmi Axe in der x’-Kbene als Verzweigungsscdmitt, 
HO (‘utstelit mudi dieser Feslsetzung eiii einfacli ziisainmenlulngendes 
Gebiet (.r\ welches nur rcgulare Werte enthlllt, d. li. (‘in Gebiet, in 
wt‘lcliem man nieht zwei Funkte durcli zwei solche Giirven mit ein- 
auder verbindeu kann, da,ss zwiselien beidmi ein singiilUrer Punkt liegt. 

Deliniert man nun ein Integral der Dillerentialgleiclmug (}]>) 
durch eine gewohnliehe Fotenzreiho von rr — in der Umgebung 
der b(‘liebig(‘n, nieht gerade auf d<nu Vcrzweigungsschnitt liegenden 
regulilren Bbdle mit den Anfangswerten so erbillt dieses 

Integral bei Forlscdzung ilbor das ganze (Jebiidi G\ wenn man nur 
den Verzweigungsschnitt als unilberschreitbar gelten liisst, in jedem 
Ihndvto einen ganz bestimmten Wert, auf welehem Wego man auch 
dahin gelangi Insbesondere kehrt man claher in immer wieder zu 



76 


Kapitel VL 


[ 42 . 43 . 


clem Werte 7]^ des Integrals zurtick. Man hat so einen innerhalb G' 
eindeutigen Zweig des Integrals 7], Ueberschreitet man dagegen nun 
den Verzweigimgssehnitt einmal, um ihn darauf wieder zu respectieren, 
so wird man im Allgemeineu zu andern Werten als vorher in den 
einzelnen Punkten gelangen. Betrachtet man namlich zwei Wege von 
Xq nach einer andern regularen Stelle a innerhalb 6r', deren einer 
innerhalb G' verlauft, wahrend der zweite den Yerzweigungsschnitt 
liberschreitet^ so liegt ja zwischen beiden Wegen mindestens einer der 
beiden singularen Punkte 0, 1. Man erhalt also nach der Ueber- 
schreitung im Allgemeinen einen neuen eindeutigen Zweig u. s. w. 

43. Znsammenhang zwischen zwei unabhangig von einander 
definierten Enndamentalsystemen. Wir wollen noch zeigen^ dass 
dnrch die in diesem Kapitel dargestellte analytische Portsetzung der 
Integrale gleichzeitig die unter 1) im Artikel 38 gestellte Frage ihre 
Beantwortiing findet, d. h. die Frage: welcher Zusammenhang besteht 
zwischen den ganz unabhangig von einander definierten Fundamental- 
systemen in der Umgebung zweier regularen Stellen ir = 0 unci 
a: = a? 

Bezeichnet man diese beiden zunachst durch Functionselemente in 
den Umgebungen und Ka definierten Fundamentalsysteme von 
Integralen bezw. mit 

( 4 ) yoij yo2 , * • y^n , 

(5) 2/<*l ? 2/a2« • • M yanj 

SO bestehen nach dem Begriff eines Fundamentalsystems die Relationen 

(yoi == Aii2/al+ « • • Ainyan 

( 6 ) 

' * * "f“ •^nnyan } 

WO die Aj* von x unabhangige Grossen sind, um deren Berechnung es 
sich handelt. Da aber die Functionsausdriicke auf der linken Seite 
der Gleichungen (6) nur im Innern von Zq, die auf der rechten Seite 
nur im Innern von Ka Geltung haben und diese beiden Umgebungen 
im Allgemeinen von einander ganz getrennte Flachenstucke sincl^ so 
kann die Berechnung der A,** gar nicht anders vollzogen werden als 
dadurch, dass man die Functionen ^oi 2/02 • . • 2/on zuerst langs einer 
Curve G mit Hiilfe von Zwischenwerten , , , Xm bis in das Innere 
von Ka hinein fortsetzt, um sie dann durch 2 /ai . . . yan auszudrucken. 
Man kommt also bei der gegenwartigen Fassung des Problems not- 
wendig auf die Methode der successiven Fortsetzung zuriick und 
erkennt so, dass die Werte der Coefficienten Aa und damit die 
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Relatioueii (6) selbat iu demselben Sinue wie vorber der Endwert 
des von a; == 0 nach x = a fortgesetzten Integrals i? von der zu diesem 
Ueborgang benntzten Eolge von Zwisclionwerten abliiingig sind. 

Um imu zu einem expliciten Ausdruck fQr die Coefficienten Aik 
zu gelangen, driicken wir bei jedem Scliritt der Fortsetzung das fort- 
gesetzte Funotioneiisysteiu yoi-.-y^n durcli ein in der Umgebung 
dor betreffcnden Stelle, bei der wir uns gerade belinden, gultiges Fun- 
dameiitalsysljeiu aus. Zu dem Eudo bezeiclinen wir ein in der Um- 
gobung von Xi giiltiges Fundamentalsystem mit 

?/' 1 ? y 1 • • • ) y in 0 ‘ 1 , vi) 

mid denken uns die Anlangsworto jcdes diescr wie des Fundamental- 
syateins (5) durcli die 'J.\ibelle 

' i 0 0 ... 0 
0 1 0 ... 0 

0) ■ 0 0 1 ... 0 

.0 0 0 ... 1 

besLimuili, wo jodo (Jolonue sieli imf ein besiimuites der Integrale, jede 
Zeile auT die .Ableitimgen von bestimmter Orduung bczieht. l^'erner 
acieu die Werio von yik luid seiner n — 1 ersten Ableitiinge.u in dem 
Punkte . a) 

..O’) O’) 0) 

Die Werle des Fundameiitalsystems yn • i/in nnd der n—\ 
erste.n Alileikiiigen seirun’ kJlemente in bilden (labor das quadra- 

tiselu^ Bysbnu von (irbssen 

(i) (k 1 , t! \ 

^ikA V. 0, I, . , n 1 7 

lyelelies wir kurz (lurch iHi n‘])rriscnti(jro,u wullen, walirend 

00 \h'i\ |r/*!l| i;;;;:;:.-.,) 

<]i(i Dcterniinaut,(5 dieses quadraiiscben Systems bedeute, die also als 

1 )(d;ennlnante eines Fundiunentalsy stems fiir einen regularen W ert 
4-0 ist. 

Dm min die tJoefticienten der ii(dation 

(10) [ffit — (ik\ yi \ ly i 4" • ' • + i, n 

zu ermitteln^ brauclieii wir nur zu (10) noeh die durch ein-, zwei-... 

(n— l)-malige Diilereniiation nacli x daraus entstelienden Gieichungen 

hinzuzufUgen imd jedcsnial x zu setzen; dann folgt nach (7) uud (8) 

(0 (>) 

(iki tjk,;. A 


(A-,/. : , 
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Das Fimdamentalsjstem yn . . . wird also inittelst des Coefficienten- 
systems Si duroli . . yi-i~i,n ausgedruckt. 

Driickt man aber erst yn. . .yin mittelst Si darcli 2//+1, i • - • y/4-1, 
aus, dann j/t+i, 1 • • • i/i+i, n mittelst durcli so 

entstebt das Coefficientensystem, welclies direkt yn . . . yi^ durcli 
1 . . . « ausdrilckt, durcli Composition aus Si und SiJ^i, d. li. 

ein beliebiger Coefficient dieses gedacbten Systems ist die Summe der 
Produkte der Elemente einer Zeile von Si in die einer Colonne von 
/S/4-1. Dieses aus Si imd SiJ^i componierte System bezeichnen wir 
durcli 

SiSi+t . 

Mit Hillfe dieser Bezeiclinung konnen wir jetzt den expliciten Wert 
der Ooefficienten An in (6) angeben; denii da man zuerst 2/01 - • -2/0^ 
mittelst Sq durch 2/n • • * yn * yin mittelst S^ durcli 

2/21 .. . y‘2n U. s. w., endlicli y^i . . . ymn mittelst Sm durch yai . . . yan 
ausdriiekt^ so hat man yoi . . . yon mittelst 

S,S,...S,n 

durch . . . yan ausgedruckt; d. h. die Ooefficienten der Kelationeii 
(6) werden gegeben durch die Identitat der Systeme 

(11) iAn)~S,S,...S,,.. 

Wir liaben daher das Resultat: 

SeM man das fur die Umgebung von x =0 defmierte Fundamental^ 
system yoi ? 2/02 ? • • • ; 2/o« dler die ZwiscJiemverte . Xm bis in's 

Innere der Umgeiimg eines andern regiddren Funlctes x = a fort^ so 
toird das Coeffcientensystem {Aif) in den Belationen 

7 c=n 

( 12 ) Poi = 0 — 1, 2 ,. ..,)<) » 

4=1 

durch Composition der Systeme S^, Sm ergeugt, wenn Si (i=o,i,...,m) 

das Coeffidentensystem ledeutet, mittdst dessen das in der Umgelung von 
Xi gultige Fundamentalsystem durch das in der Umgebung von iCj+i. 
giiltige ausgedrUcld wird. 

Aus vorstehendem Satz ziehen wir noch eine nalie liegende uud 
wiclitige Folgerung. 

Die Ausdriicke auf der rechteu Seite der Grleicliuiigen (12) geben 
das Resultat der Portsetzung der n Elemente des Pundamentalsystems 
«/oi . . . yun Hack der Umgebung von a. Diese n Integrate bilden 
wieder ein Fundamentalsystem. Bildet man namlich die Determinante 
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(lieser n Iiitegrale, m wird diese^) gleieh dem Produkt der Deter- 
miniiiite der Coeflicientexi Aik in die Determiuante der n linear imab- 
liiingigen Functioxien yai---ynn, welclie letztere : | 0 ist. Da aber 

iind I aS'J, . . . j I wieder die Determinanten von Fundamental- 

systenu ‘11 1‘ur regulilre Werte sind, bo sind aiicli imd folglicli ihr 
Ib'odukt |yl//,rl4=^0. Dies ErgebniB .spreclien wir folgendermaBBen aus: 

(lie n EUmnmte. eincs l\m(lamc,nlalsystcms von Inkyralen 
yleiclirMlifj (vuf heliebiijvm Wiye loriy(jse(0li ivenim, so lildan die resnl- 
ikrenden n Funciumcn slats wieder ein JAmidcmienlalsystevn von hdeyralen. 


44-. Ftindamontalsixbstitutioxxon nnd Gruppe der Difforential- 
gleickung. JMacli dem lulialt von Artikel 41 irnd 42 ist filr das 
Htudium der lutegrale von beBonderer Wiclitigkeit das Verluilten eines 
Fundamentalsystems bei Aiislillirimg eines gescblosseneiij d. li. zuni 
Ausgangspimkt zuruckkelirendeii Weges von x oder — wie wir kiirz 
sagen wollen — eines Umlmrfsj weil die dabei erzielten Aenderungen 
die Verzweigung der lutegrale lieferii. 

Maelit nun, wenn wir niit .7; — 0 wieder einen regularea Puiikt imd 
niit v/i; ^27 •••??/« ^‘in zu diesem Firnkt gelioriges Fund amentalsy stem 
Ix^zeielinen, a; einen beliebigen Umlauf von x = 0 aus^ so erlnilt man 
naeh. din* lliiekkebr zuni Aiisgangspunkt n lutegrale 
welclui nacb dem vorigeii Arlvikel wieder ein J^'undamentalsysteni bilden 
und jnit dem ursprunglicdien durcli ein yystem voti (.ileicliungen 


{V,\) 


//l ■ - ^'^11 ?/l H a Hn 


tfa eCaiVi 4 " * • • 4 - ('<nn‘!hi 


verknilpft sind. An ytello der luiiigrale y^ . . . treten also inlblge 
des Umlauis dicso lineareu homogenen Functionen derscvlben ; man 
sa.gl.: das lAirnkmicnialsystmi . . . y,i erleidet bei dem Umlauf die 
linvure Hubslilution 

(M) .S' .(«,/;). 

Ist nun der Umhiuf dt^nirl, duss iin Innern der von a: besebriebenen 
gescblossenen (birve kein slngulilrer Punkt liegt^ so ist naeb Artikel 41 
jedes Integral zu seiuem Ausgangswert zuriickgekehrt, und die Sub- 
stitution H ist in diesem Fall die sogenanntc ideniisahe 8iibsUMi(m 


1) Vergl. Ihili'/.er, 'I'li. u. Anw. d. Dei. 5. Aidl. § (>. (1. u. U.) 
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144 . 


( 1 0 0 . . 0 

0 1 0 . . 0 

0 0 ] . . 0 


^ 0 0 0 . . I / 

die gar keine Aendenuig licrvoi-bringt. In andera Kiillcai wird man 
dagegen eine von der identiscluai vorstdiiediaui Sul)siiliiii(ai (‘rhalUai. 

Abermals mit Hillfe des Dmstand(vs, das.s luudi Ariik(d *1 1 zw(*i 
verschiedene Wege zwischoii deusidbcai Punktiai dana za daiasidbcn 
Endwert dcs jutegrals fiilirou^ wean zwiNclaai ilanai kaia .siiigalilna’ 
Punkt liegt; kaiin jedar Ixdiebigo Uuilaur durtdi taia^ Aazahl von bo 
senders gestalteteii Wegon, di(3 wir ’hin(l(n>i(:)d(tls(‘hlcifnt. a<‘aa<‘n walbai, 
ersetzt werden. Unter eiuor zu cindai la^siinuabai .singulanai Ikudvi 
^35 === gebbrigen Fundamcaitalscdikulb wollea wir niimlich eiaea Weg 
versteheii; der von der l)( 3 liebigaa regulanai Si(dl(‘ .r 0, alaa* .sitdi 
selbst zu schneideii oder clurch eiiiea singulilren VVeri lundtuadizugelaja^ 
bis in die Umgebiing von a liinein, daun im Knas uai a heiaua uud 
anf demselben Weg wie vorber nacb 0 zariUdvi’ilhrt. 

Da nun diese l%idamentalHcbloirtai selbsl. wiiuler llailuur<3 sind, 
entsprechen ihnen bestimmte Subatitutionea, widcla^ (da durch seinti 
Anfaiigswerte fur x = 0 irgeadvvie beHtiaunicH KuadiuaeaiulHysiiau 
Vi y 2 '-y>i Integraka beiai Durclilaufea dta* Funduaieaialscbleileu 
erleidet. Die Substitution, webdio j(vn(3H FuadamentaJsyHitau bed d(aa 
Durcblaufen einer bestiauutea Fnadanieiiialscihleife in (‘iner b«\siinimifn 
der beiden aibglicben Ilicbtuagtin erleidet, ntaud, auiu dir ;:h dvr br^ 
treffmden simjuldrmi Sidle (jehoruje JfundimivnUdmbsiiiiUion d<‘H iMinda- 
mentalsysteniB 2/i JA . . . ?/n. Nacb dem Vorsieliendea UlsHi ukh also 
jede SiiMiMionj die . . . y,, hei mjend riuem Ihnlauf von a; - hi 
aus erleiddj aus den Fundam(!nl(dsid)sti(uii())ir ^usanimnisrkrn^ wean 
dieselben in geeigneter Reiboalulgti and jeibj die geeigntiie Anzabl 
Male nach einaader aagewaadt werdea. 

Kennen wir aber die saaiitlicliea Substitutioaea N, die dan l<’ua- 
damentalsystem y^ ^ Vn bei alien mbglichea Uadauiea von a: 0 
aus erleidet, so gilt das Gleicbe fUr eia iu der Umgebuag der gaaz 
beliebigen reguliiren Stelle irgeadwie beHtiaimt(*8 b'undaaientab 

system und fur alia laoglichca Uiulilufe voa x & 3 aus. 

Jeder Umlauf von aus kann arunlich ersetzt werdea (lurch edaea 
beliebigen, aber ein fiir alle Mai fasten Weg von nacb 0, dureb 
einen Umlauf von 0 aus und durch deaselben Weg wio vorber voa 0 
nacb a?o zuriick, 1st nun etwa T die Substitution, mittelst doron sicb 
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die WjL • • • durch ^ yn ansdriicken, wenn man auf dem gedachteii 
Weg von Xq nacli 0 geht, T'^'^ die inverse Substitution ^ so sind 
also in 

sanitliclic Substitiitionen entlialten, die das Fundamentalsystem 
bei alien Unililufen von x — x^^ aus erlcidet^ wenn man fur S samtliclie 
Hubatitutionen cinsetzt;, die das Fundamentalsystem yi • . • yn bei alien 
Umlilulen von x «= 0 aus crlcidet. Wir dtirfcn uns daber auf die 
Betrachtuug der Substitutionen 8 bescbraiiken. 

Dio Gesamtlioit dieser Substitutionen 8 geniesst nun eine bemer- 
kenswerte Eigentilinliclikoit, die man als Griippeneigenschaft bezeich- 
net. Mitn stellt niunlich ganz arigemein die folgende Definition auf^): 

j^Fin System @ von Elernenten irgend welcher Art 
lieisst eino OrujppCj wenn es deii folgenden Bedingungen, geniigt: 

1) Durcli irgend cine Vorsclirift^ welclie als Composition oder 
Multiplication bezeichnet wird, leitet man in eiiuleutigcr Weise aus 
z\v(‘i Elonienten etn nciies Elfvmeiit ikssclhcu Bydems lierj in Zeichen: 

AiAk A/^ 

2 ) Es isl> sleets 

{A i A k) A h i (A /. A /,) A,' A yl j,, 

l\) Aus AAi AAk nud aus .I//I . A/,yl folgt A,- : AA^- 

Aus d(‘r Art, wie man zwoi luicli eiininder anzuwcndendo Sub- 
siiiuiiotieu conrponirt^ (lesamtlieit der Substitutionen 

8 d(‘u dr(n B(;dingung(‘n der vorstelumdeii Definition geiuigt. Wir 
mnnnui deslialb die (lesamtlieit der Substitutionen 8 die Gruppe der 
J)if}eyeH(Ad(/lewlmny. 

Olmohl man nun jihIo Substitution boliebig oft wiederliolen kann, 
ist CM (loch mdglitdij (lass man im (Janzem nnr eine endlicli(3 Anziriil 
vers(ihicd(mer SubBlitutionen erhillt. Hllite man z, II nur oinen eiu- 
zigen singiiraren Punkt^ also nur eine einzige Fiindamentalsubstitution 
8y so kann man zwar (lurch, deren bestilndige Wicderliolung ibrmal 
unendlicdi vi(dc Substitutionen 

8j 88, 888,.., 

oder^ wie man dalnr symboliscli auch scliroibt, 

H, 

bildcm, Wenn abcvi* uberdies nocli eine gewivsscj Anzalil Wiederliolungeu 
von 8, z. B. identischo Substitution orgilbe, so liiitte man 

1) VargL Weber, KlliptiHcbo Functionon mid algobraisclio Zablon, .Braun- 
Bchwoig 1891, S. 178, 

U 0 f f r, l)iltor«utialglt»ichiaif|en. 


6 
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doch nur eine endliche Anzahl, ntlmlieli m—1 vcrsclriederio Kabsti- 
tutionen. In diesem Fall spreclien wir von eirier emllklwn, im eut- 
gegeiigesetzten von einer unendliehen Oruppe der J)il/hrnfM^^ 

Den Inhalt dieses Artikels fassen wir daliin zusamiiien: 

Jedem singuldren PtmU cntspricht eine 
Die Gesamtlieit der FundamentalsuhsHtul/m^^^^ und der mir Hmm dnreh 
Zusammensetmng almdeitenden Siihslikdionen Uhkd die (irnppe der J)i/j}> 
rentialgleichung. Diese Icann endliah oder unendlich sein. 


45. Beispiele. Zwei Beispicle mdgen den Ib'griir (lt‘r endliehen 
und unendliehen Gruppe nocli voranschauliclion;, wilhrend wir wj)jlt.(‘r 
eine gauze Khisse von bervorhelxni werdcti^ 

bei denen die Gruppe endlich ist. (Art. 110.) 

1, Beispiel: Die Fnnetionen von x 

y^F-x — a, y^\ j/x — a, 


wo a ein beliebiger, voii Null vorscluedcuer coiiistaufcc'r Wort, isi, siiid 
linear unabhiingig und kbunen dalier ala b’undauK'uiulHyHtem (>iucr 
linearen bomogenen Ditferentialgleichung aweibn- Ordnuiig gewillill. 
werden, welcbe dann lautet 


( 15 ) 


Oder 


y 

X — a. 


Vx- 


■«, 


y 

1 , 

1 


ly.; 


?/ 

0 

I 

4 [/(..; 




(15“) (» — «)V'— ’ {x — «)y/'+ ’ »/ - 0. 

,Bei der reguliiren Stelle a; = 0 liaben wir das PuiidaiiK'ulninystcm 

y^i:X — a, y. : |/a; a, 

wo die Quadratwurzel niit ciiiem beliebigen aber bcwliiiiiiiieii <lfr Ixndcii 
Vorzeichen gouommen ist (und natiirlioli aueii, wie ch die allgeiueine 
Ibeorie voraiissetzt, in der Unigebung von .t=“() in ciin^ gewulmlicbe 
Poteuzreihe von x entwickelt werden kann). x - a ist nun in d(>r 

gauzen Ebene eindeutig, Yx — a niultijilieierl, sieh niit 1 ludni 

Durchlaufen der zu a: = a gebbrigen Eundanusutalscbleiie und isi, ein- 
deutig in jedem oinfach zuHamiaenluingenden Oebiot, das x =- « ni(dil 
enthalt. Eolglich fubrt ein ganz bcliebiger Umlaut' von x 0 aus 
die Integrate y^, y^ entweder in sicb sclbst Uber, oiler in 

a\ ivi ■ • yi 
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Abgeseheii von der identiscJien Substitution, erhalten wir also nur die 
cine einzige 



J)io (jlrupj)a der IHjJhvnU^^^^ (15) ist dahcr cine endliche, 

2. Beinpiel: Die Functionen 

2 /i ; : a; — a, y.^ • : {x — a) log {x — a) , 

WO a eiii beliebiger constanter, von Null verscl\iedener Wert ist mid 
von der uncncllicli vieldcutigen Function log {x — d) etwa durch bc- 
stiinnite Walil ilires Wertes fur x — i) ein bestimmter Zw'eig fixiert 
sci, situl wicdcr linear unabliruigig, wie man direkt leiclit zeigen oder 
alls (vinem der Siltze ini Anliang, Zn Kap. IV, (Satz 5), ablesen kann. 
;//i ist in der ganzen Kbene emdmli(jj y., in jedem einfacli zusammen- 
liiltigenden Gebiet, welclies den Funkt x — a nicht entbali Beini ein- 
nialigcn Unilauf urn x = a in dem als positiv festgesetzten Sinn 
vornielirt sicli log (ir — ’ a) inn 2%i imd vermindert siclx bei deni 
enigegengesetzten llnilaur uin ditsselbe Grosse. Bei cineni beliebigon 
Unilaul: von a;— 0 aus gelit also log (a; — a) liber in 


log(ic — (i) + 2m7cij ^ 

wo m> jedeu positiven iind negaiiven ganzzahligen Wert odor den Wert 
Null annehmeu kann. Bei einoin solcheu beliebigen Umlauf gelieu 
also in ^ 


(18) 


2/i ?/i 

//. 2ni%iy^ + y.^ 


iib(‘r, (1. h. sie inleidmi bei alien niuglichen Uiulaufen die Substitionen 


n 0 

vJniTti 1 


(w (>, I, I, 


?/u .% FunduiuenialHystcnn von lntt‘gralen fiir die Uille- 

rentialgleicliung 

I ?/ V y 

X --a 1 0 

«) (j' — <i) > '• -I ■ '"K ■ ■ «) , 

oder 

( 20 ) ;//"(.!• ■ » a f y\x ■ (t) + y 0 , 

deren (rruppe von den silniilichen Subslitutionen S (10) gebildet 
wird, also unnidlirh isl. 




Kapitel VIL 

Aiialytische Gestalt dei* luteseale l)ei <^iiier mv^nllivni Slclle <ler 

Hestinuutlu^ii *)• 

4:G. Anwendnng der P'aclis'aclion Motliodo. Nacli dtu* iiii 
Artikel 32 gegebeiieii UebersiclH- lialxMi wir jci/.i dit* dip 

Integrale in der XJmgebinig einer hidivbhjen Hfdle tkr .lirsliutDillH'il y.u 
untersuchen. Zunaclist iiilmlieh b(\sitz(‘n wir Ixd entpr sidrlieii c‘in 
. Fundamentalsystem nur daim^ wcmi sie (diu' rc‘giiirin‘ »Si.plIp ist., <id(‘r 
allgemeiner, wenn die determiniereiido Gleicliung n van pinaiHler ver- 
scbiedene Wnrzeln besitzt, deren jeder einn lU^ihe enispriv-hi. Hass a 
solche reilienfdrmige Integrale linear laiabbilngig aind, bdgi aus tleii 
Anliang zusammengestellteu Silizeu nbtn* linear uiiabhihigigt^ b’nne- 
tioneii (s. Anliang, Zu Kap. J.V, Hatz 2 und 3). 

Von diesen speziellen Fallen abgeHehen, b(*Hii/a‘u wir als«i in tier 
Unigebung einor Stelle der Besiinunilieit ersi, weiiig(‘r als w lidt*gnile, 
iind es fragt sicli daber: wie gelangtni wir in dit^stnu b'all zu (dneni 
Fundamentalaysteni nnd welches ist die allgenudin* analyiiHehtt (h-Hiali 
seiner Elemente? 

Wenn x = 0 eine Stelh‘ der BeHiiinnilheil i.si, so kaiiii unstu't^ 
Differentialgleiclmng in die Gestalt 

(1) ““*> [ • . 4 )// n 

gesetzt werden, wo gewohnliein^ Pnteuy.ndlien niinl, 

die samtliclx in der Unigebung (f von ^ 0 ctmvergiercn. Die zu- 
gehorige detenninierende Function lautet, wtuui wir tlie I Inlndiannit' 
jetzt r nennen, nacli Art. (7) Fonnel (9) 

(2) F(r) : :: f (»’ — 1) . . (r -• n 4“- 1 ) 

+ - 0 • • - n ( 2) 4 . • I 

Die n Wurzeln der deterniinierenden Gleicluing 
n ^2 • • • rn 

1) Der Hauptinbalt • dieses Kapitels stummt von Fuchn, Cndlei Journ. 
Bd, 66 (1866). Nr. 5 u. 6. 
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seien in die einzelnen Gruppen gesondert und etwa 

^ 2 • • • 

die sanitlichen Wurzeln einer Gruppe, die wir auch. kurz durch g be- 
zeiclmen wollen. Diese Zalilen •unterscbeiden sicli also nur um ganze 
Zahlen oder Null von einander und sollen in dieser Reilienfblge so 
geordnet sein, dass die reelten Teile beim Fortschreiten von zu 
niemals waclisen^). 

Nacli Artikel 11 giebt es claim ein Integral 

(3) yi x>\(pi(x), 

welches zu der Wurzel mit deni grbssten reellen Teil gelibrt, und 
worin (pi{o!)) eine in der ganzen Umgebung U convergente gewblinliche 
Potenzreihe mit von Null verschieclenem constanten Glied ist. Ob 
etwa noch zu andern Wurzeln der Gruppc g Integrale in Reilienform 
gehoreib lasscm wir vorlaufig ganz dahingestellt. Haben wir aber cm 
Integral und wollen weitere von jenem und untereinancler linear im- 
abhangige Integrale finden, so bietet sicli als Mittel liierzu die iin 
Artikel SO besprocliene Fuclis^sclie Methodo dar. 

Wir sctzcn dalier in ( 1 ) 

(4) ii=iiyf'sdx 

und erlialten dadurcli (s. Art. 

(5) P (a;, (h) Q {x , s) , 

wenu 

(()) (x , «) : a;" ~^hji 

+ [Q ai^yr+ 0 -j- xy:%\ + y, J 

+ 

-f -y//" 

15‘ir die Dillbrontialgleielnaig (?/ ~ 1)^"" Ordmmg in 0 

(V) = o 

ist aber , 7 ; *== 0 wiedcir Stcdle tier Bestiiumtheit und ihre Umgebung 
wiederian U. Dividiert man nilmlicb die ganze Gleichung durch xy^ 

1) In Kap. 11 wurdiui Wur/adn der dctormiiiierejulen Gleichtmg, die einer 
Grappe angeh5ren, mit (i, .. /x, v Ix^zeichuct. Dtn- Wecb8(3l in der Bezeicli- 

iiung gtmchieiiit iiichi ’wilikiirlich: jene Znichon waren dort bequomer, die xieuen 
Hind bier (iberHichtlicher. 
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— und zwar durcli x ausserluilb, durcli iiiiiorlialb der cckio'on Klaui- 
mern , so ist unsere Beliauptung erwiesen, sobald gezeigt winl, class 
in den eckigen Klammern alsdaiin nur gewolinlicilie^ in U convcn-gcniio 
Potenzreihen Ton x steheii. Das ist aber der Fall, da. dcu* Klammcjr- 
iulialt ein Aggregat von den iniierlialb 'U c^ouvergonten Potenzreihen 
jede dieser mit einer der Grossen 

^ « 1) 

Vi 

multipliciert, wird. Hier liebt sich in ZilliUn.’ und Ncnun'r der Factor 
fort; es bleibt der Quotient zweier gewblinliehen Potenzreiluni, 
clessen Nenner fiir x — 0 niclit verscliwindcvt, und der miUiin in dcnu 
Kreis, in welcliem beide (Zilhler und Neiiiuir) eouvergicTen ^ d. h. in 
Uj wieder in eine gewolinliclie .Potenzreihe cntwickcdbar isi. 

Wir haben es also mm mit der Diirereniialglc'ieluuig (/^ 
Ordnung (!') zii thun, fur welche 0 wieder Htelle der PeHtiiniuP 
lieit mit derselben Umgebiing U ist. 

47. Aufatellung von Integralgruppon. Um nun ein Intc^gral 
von (1') zu fmden, welches uns danu vermifctelst (•!) ein solelies 
von (1) liefert, miissen wir die zu x — 0 gcdibrige dcderniinienmdc' 
Function von (!') bilden. 

Da fiir x = 0 die Grossen 

M."’ „ 

Vi 'i'.C'O 

die Werte 

'iO'i— 0 • ■ • -i- 1) 

annelimen, wire! die geauclite doLeniiiiiiereiKle li’miciioii, die wir mil. 
(r) bezeichrien, 

(2') l<\(r) == r(r — 1) . . . (r — « + 2) 

+ r{r - - 1) . . . (r ~ + 1-^, (<0 1 

+ 

+ {nt\irx — 1) . . . (■/•, — n -|- 2) 

+ (n — \)r^.. .(r, - « + -| [- ,((»)! . 

Multipliciert man diesen Ausdruck mit r + 1 und lasHt immer zu- 

sammen, was mit derselben Grosse (.'...i, a bezw. 

mit keiner derselben multipliciert ist, so folgt nacli der Formol (wo a 
und b beliebig, 7c eine positive ganze Zahl bedeutotj 
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a(a — 1) ... (a — /c + 1) 

+ a(a ^ 1) ... (a — Ic -{- 2)i 

4- @ a(rt — V)...{a — 'k + n)l}(h — 1) 

+ 

B : (a + ?>) (a + & — 1) ... (a + & — 7c 1) ’•) 

()"+ l).7';(r) [(^-(-ri4-l)(r+ri)..(r+yi-M+2)-)',(ri-l)..('/-i-n+l)] 

^ . , . . 

.Da nim eiiie Wurzel you F{r) — 0, mithiB das Aggregat der 
negativen Glieder in deni vorangeheiiden Ausdruck ist, so 

liat man 

l/\{r) (r+ 1) F :F(r + r^ + !)• :£:(r+ l)C^+^\+ 1— '> 2 ) • • • C^'+^‘i+ ^ —rn) 
odor 

> ::(r+ + 1, — n>) . . . (r + + 1 --- r,,). 

Kolglich siud die Wiirzchi der zu (1/) geliorigen determinierenden Glei- 
cluing des Punktes x = 0 

‘^1 ^ 1 ^ i I ; • • •? I ' I • 

Von diesen bildeii 

'/*j» ~ 7*^ 7'\j “ 1, . • ,j 7’;i ~ '>‘1 1 

wiiMler (vine bercits iiacli demselben Frinzi|i wie ff georduotc Gruppe 
f/\ da lautm' nc^gat.ivc^ ganz(^ Zahlcvu odor Null sind, welclie bei der 
ungeHchru^beuon lieilionfolgij nicht waelisen; keiue andcrc^ Wiirzel der 
(ileiehung 1^^(7’)-— 0 gelibrt zu derselbcui Gnippci Polglicli giebfc es 
ein Integral der Dilferentialgleicbung (P) von der Form 

(d ) 92(^0? 

WO (fx, eine imierlialb II (.*.onvergente gewohnlicbe Potenzreihe von x 
niit von Null vcrHcdiiedeiieiu constanten Glied ist. .DennuuJi liaben 
wir als zw cites Integral von (I) 

(7) j/y H V rr'’« 9^1 j i dx . 

So rortfalinvnd orlialteu wir eiiui Ditrerentialgleicluing ('M 
Ordnung (I'O? ablulngige Variable th lieisse, deren dctermiiiio 

rende Gleichung die Wurzolgriippe (/' 

1) Min (lie.st r Knrnuil erginbt nich •/.. 15. (lurch &-facho DilTereniiatiou 

der Ideniitat F . F l 
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— fa — — \ rx — r.j — I 

besitzt, und die folglicli ein Integral 
(3'0 <30;,(>') 

hat, n. s. w. Endlich gelangt man zu eiiicr (Jloicluing (u A -|- 1)^'"' 
Ordnung, deren abhiingige Variable w licxsse, (loreii dotcrniiiiierende 
Gleicbung die nur noch aus einem Element bestchoude Wurzclgruppe//^'* '' 

rx — rx-i — t 

besitzt, und die also ein Integral 

wx : a;''^ V-i (•'') 

hat, wo ipx eine in U coiiTcrgentc gewbliiilieho I’otonznuho mil, von 
Null verschiedenem constauteu Glied ist. 

Fur unsere vorgelegto Ditfcrentialgleicliuiig (I) (irhalteu wir mit- 
hin entspreehend der Wurzolgruppo (j dor determiuioroadeu Gleiclumg 
eine Grille F von Intcgralm 



'PF 

^2/1 




y-i 

-2/.J 



( 8 ) 

2/3 

- 2 /.J 

f s.^dxj 

U■^ (lx 


yx-. 


f X J 

(Lr f 


wobei alle Integration scon stan ton willkiirlicli bloiboii, 

'Vi ' <p,(./j) 

. tox ~ •" ' (/u (.v) , 

und 9)1, . . ., g)x lautor in der Umgebung // gitltigo gowblmlioho 

Potenzreihen von a? mit von Null Yerschiedeiiom coustantoii vVid'angH- 
glied sind. 

Verfiihrt u)an so bci alien Wurzeln dor detonuinioroiKlon (iloi- 
cliung, so erhalt man n Integralo, welche in Grupjioii i) I\, F, . . . 
der Gestalt (8) eingeteilt sind. Dass die Integralo oinor (JriijUKi uiitor 
einander linear unabhangig sind, folgt aus dor Art ihror Krzeuguiig 
(s. Art. 30); dass aber auch zwischen den Integralen vorscliiodoiu’r 
Gruppen eine lineare Abhangigkeit unmbglich ist, die u Jtitograle also 
ein Pundamentalsystem bildeii, werden wir im nilchsten Artikol zu- 
gleich mit der aualytischen Gestalt der Integralo (8) nach Ausf'Uli- 
rung der Integrationeu erkennen. 
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48* Analytisclie Gestalt der Grnppen-Integrale. Die allgemeine 
analytisclie Gestalt der Integrate einer Gruppe wie JT nacli Ausfuh- 
rung der in (8) angedeuteten Integrationen ist leieht zu ermitteln. 
Da wx samtlicli eindeutige Functionen von x mit negativen 

ganzzahligen Anfangsexponenten sind, so ergiebt die bei jedeui Integral 
zuerst aiiszufiihrende Integration wieder eine eindeutige Function und 
im Allgemeinen, wenn namliclx die Potenz x'^'^ in dem Integranden 
niclit fehlt ein Glied mit log x . Die nachste Integration liefert 
nachdem wieder mit einer eindeutigen Function multipliciert ist, eine 
eindeutige Function + einer solclien, multipliciert mit logjr, + einem 
Gliede mit log‘^it;. Bei den Gliedern, die mit Potenzen von log^r mul- 
tipliciert sind, muss man immer liinzufilgen „im Allgemeinen^^; u. s. w. 
Zuletzt wird der ganze Ausdruck mit x^'^(p^{x) multipliciert. Jedes 
dor jutegrale 2/1 daher eine ganze Function von log a', 

deren Grad (in log^Z’) bochatens gleich der Anzahl der ausgefilbrten 
Integrationen, also bei ya (a = i, 2 ,. ;i) boclistens a — 1 ist, und 
deren Coefficienten, abgeseben von dem Factor x^^j eindeutige Fuiic- 
tionen von x sind, mit einer endlichcn Anzalil negativer Potenzen oder 
ileihen, die sicli bei x = 0 bestimmt verbalten. Der Convergenzbezirk 
ist liir alle diese Eoihen wiederum fj, weil die Reilien y^^ 0^9 
in dieser Unigebung von x ^0 convergieren nnd durch die Integra- 
tion dor Convorgenzbereicli niclit geandert wird. 

Die analytische Gestalt der in der Gruppe F zusammengestellten 
Iiilegrale nacli AuBfubrung der Integrationen ist also diese 


m 


Vi ^ 

Ik ' ^ 

'!h 

,yx 4^X1 + logx + -•[ 1 - txx 


wo Biuntlicbe bei x 0 sicb bestimmt verbaltende, innerbalb U 
coiivergento und abgeseben von deiu Factor x^^ eindeutige Reilien 
sind, von dtuien die mit Potenzen von log a; multiplicierten aucb samt- 
licb odor teilweise identiscli gleich Null sein konnen. 

Zu dem enlBj)reclienden Resultat gelangt man bei den a,nd<n’en 
lniegralgru})pen l\j Fj., . . , , Da aber jedc clerselben einer (indmi 
Wurzelgruppe der determinierenden Gleiclmng zugeordnet ist, so ent- 
balten die Reilien 1 /; in joder der Gruppen F, Ij, • • • andere 


1) Dus »iiUiero AuBluliniii'.f iindet Bii:h ini naclmtcu Artikol und d(?iii zugu- 
luirigen AbHchnitt dcH Anhangs. 
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Potenzen von x als in den ubrigen. Hieraus folgt^), dass au( 
lineare Eelation zwischen den Integralen verschiedener Gruppen i 
licli ist, dass also die n in die Gruppen r, r„ r„ . . . eing< 
Integrale ein Fundamentalsystem bilden. 

"Wir debnen nunmebr den Begriff ,,eine Function verlialt s 
ciner gewissen Stelle z. B. a? = 0 lestimmf^, der bisher nur fiir 
tionen in Reihengestalt definirt war, auf Functionen der Form 

^ -j- . . . tlJolog^X ((T = 0, 1,2,...) 

aus, wo . . . ^pa sicb bei x — 0 bestimmt verbaltende 
sind, die nacb Potenzen von x fortschreiten und samtlich dur* 
sonderung ein und derselben Potenz von x eindeutig werden^' 
horen dann die Eeilien bezw. zu den Exponenten 

9o 9i • • • } 

von denen derjenige mit dejn kleinsten reellen Teil mit ^ bez 
werde, so wollen wir ancli von der Function W sagen: sie ge^ 
dem Exponenten oder zu der Zalil q. Unter Umstanden kommt 
nocli darauf an, bervorzuheben, tvelelie der Functionen 
Q gebort oder — wenn mebrere von ibnen zu derselben Zahl 
boren — , welcbes die leizte von diesen in der Eeibenfolge 'ip^ 'ip^ 
1st dies etwa 'ipy^i, wabrend ^ipy^ 'ipyj^i . . . jipa zu Exponent* 
grosserem reellen Teil geboren, so sagen wir: W geliort zu ( 
Stelle stelienden Exponenten q. Hiernacb ist x~~^ . W eine 
Function von logrr, deren Coefficienten gewobnlicbe Potenzreib 
X sind, von denen mindestens eine mit einer von Null verschi 
Constanten beginnt. Die Function x~^^ . W wird demnacb fiir 
uiclit Null und — wenn sie- unendlich wird — nur unendlicb ^ 
Ausdruck 

aQ + a^logx h a^log^x, 

wo , aa Constanten sind. Die iibrigen Glieder versch 

namlicb bei x = 0^ weil bei positivem a 

lim x^ Xog^x = 0 

(a;=0) 

ist. Hierdurcb rechtfertigt sich die Ausdehnung des BegrifE 
Function verbalt sich bestimmt^^ auf Functionen der Gestalt 
Mit Hiilfe dieser Terminologie lasst sich nun der Inhalt ( 


1) S. Anbang, Zu Kap. lY, Satz 6. 

2) Tbom^ nennt Integrale, die sich in diesem Sinne bestimmt v 
reguldre Integrale* (Crelles Journ. Bd. 75. (1873.) S. 266.) 
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letzten. Artikel nncl damit das HauptergebBis des gegenwartigen 
Kapitels folgendermassen ausspreclien: 

Bei einer Stelle der Bestimmtheit x — 0 existiert ein Fundamental- 
system von Integralen, dessen sdmtliche Flemente sich lei x = 0 lestimmt 
verhalten, Jeder Wurzelgruj^pe g r^ • • • r{) der mgeliorigen deter- 
minierenden Qleichung entspricM ndmlicJi eine Grtippe F von elensoviel 
(1) Integralen 

yet = 'tjjal “h '^a 2 log '4^oca log (a = Ij 2 , . ^ 

'WO die hei x — Q sich lestimmt verlialtende , in der ganzen TJm- 
gchung U des PtmMes x ^ 0 convergente Beihen sind tmd zu Exponen- 
ten geMren, die sich von r^ hochstens urn ganze ZaJilen nnterscheiden. 

Da aber slimtliche Integrale der Differentialgleicliung sicli durcli 
die Elemente dieses Fnndamentalsystems ausdriicken lassen, verhalten 
sich — in diesem nocli etwas erweiterten Sinn — bei einer Stelle der 
Bestimmtheit die sdmtlichen Integrale der BifferentialgleicJnmg lestimmt 
llierdnrch rechtfertigt sicb jetzt jene Benennnng einer Stelle, deren 
zngelibrige determinierende Gleichung die Ordnnng der Diflerential- 
gleicbiiiig als Grad bat. 

4ri), ZugelLorigkeit der Integrale zn den Wurzeln der deter- 
minierenden Grleiclmng. Um zn erkennen, zu welcben Exponenten 
die sicli bestimmt verbaltenden Integrate (8^) geboren, miissen wir 
noch etwas niiber auf die Ansfiihrung der einzelnen Integrationen ein- 
gelien, w el die 

- - iji f s.i<lx f u^dx J . . . f Sa-idx Jv^dx (« = 2,s, 
in (lie Gestalt 

IJa '■:■■ ■ • log (II .-J-. . . . 

tlborMiren. Hierzu bediirfen wir des Satzes^): 

Wenn die lei x = 0 sich lestimmt verhaltende Function 

W 4\) *4“ ^-Og il? 4“ • * * 4“ 'ipa^Og^X (o = 0, 1, 2, . . ,) 

Z'U deni an Stelle stehenden Exponenten q gehortj so verhdlt sich die 
* FunvMon 

fWdx 

lei X — 0 cbenfalls bestimmt und gehdrt zu dem Exponenten p + 1 • 
Wenn (> = — 1 istj steht in fWdx dieser Exponent (p4-l = 0) an 
{y 4“ andernfalls an Stelle. 


1) S. Anhanj*', 
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Diesem Satz fiigen wir den zweiten, welclier evident ist, hinzu: 

1st 

-f h 'ipalog^X 

eine lei x = 0 sicli hestimmt verlialtende^ mt dem an Stelle stelienden 
Exponenten q gehorige Fimctmi, ip eine m q geliorige Beihe, tvelche sicJi 
lei x = 0 lestimmt verhaltj so ist 

W 

eine ivie W gestaltete Functiony die mi dem an Stelle stelienden Ex- 
ponenten p + p geliort 

Nun geliort in dem Integral ya nach (9) 

Va ZU Ta — 1 , 

also 

JvadX ZU Va —1 + 1 

und zwar an erster oder zweiter Stelle, je nacli dem Ta + i oder 
==^V— 1 . Mit derselben Massgabe gebort ^ 

Sor-l J Vadx ZU — 1 + 1 + r«_i — ra-2 — 1 ^^ra—ra-2 — 1 

an erster oder zweiter Stelle, 

J*Sa^idxJvctdx ZU Ta — — 1 + 1 + — rtt__2 — l+l = r «— 2 

an erster Stelle, wenn ra + ra—i, an zweiter Stelle, wenn Ta = ra—i 
+ 2 ; an dritter Stelle, wenn = fa — 2 u. s. w. 

Polglich gebort endlicb 

ycc = yij^idx f.. .f Sa-ldx J Vadx 
ZU 

ra — Tcc^i — 1 + 1 + ra^i — ra^2 — I + IH 

und zwar an y*^^ Stelle, wenn 

es= = * * • = ^ce — y + 1 HH 

Wir haben daber das Resultat: 

Eie Integrals (8®') der Gruppe E gelioren der Beihe nacli hem. m 
den Wur^eln ^ g . . . rx der Wiir^elgnippe g der determinierenden Glei- 
cJmng, mid mvar gehort ya m der an y^^^ Stelle stelienden Wur^el Taj 
wenn fa = ra—i = • • • = ra— y+i 4= y dDie n Elemente des in * 
die Gruppen JT, F^^.. . eingeteilten Fmdamentalsystems y^, 1/2 ••‘Vn 
gehoren hem. m den Wurzeln r^, . . .r^ der determinierenden Gleicliung. 

Um dies in den Pormeln sicbtbar zu macben, konnen wir aucb 

setzen, wo die gewohnlicbe Potenzreiben von x sind und qxay in 
der Reibenfolge qxai <Pa 2 ‘ * (fa ot die letzte ist, welcbe mit einer von 
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Null Yerscliiedenen Coustanten begiimt. Dann erhalt die Integral- 
gruppe r die Gestalt 


( 8 ^) 


2/i = 9ii 

?/2 =^^"[^21 + 9^22 log a ?] 

2/3 = [9>31 + 9^32 log 0? + g?33 log^O?] 


•yx == [(pu + q)x 2 logx + 923 log^x -] 1 - . 


60, Folgernngen. Wir knupfen nocb eine Eeibe von Bemer- 
kungen and Folgerungen an das im Vorangehenden aufgestellte Fun- 
damentalsystem von Integralen bei einer singularen Stelle der Be- 
stimmtbeit. 

Da in dem beliebigen Integral ya der Gruppe F die samtlichen 
a — 1 Integrationsconstanten willkurlicb gelassen wurden, so ist das- 
selbe, wie aus der urspriinglicben Gestalt (8) der Gruppe folgt, nur 
bis anf eine additive lineare boniogene Verbindung der ibm in seiner 
Gruppe vorangebenden Integrale ^/i • • -Va-i bestimmt. Anders aus- 

gedriickt: das Integral ya, in welcbem die a — 1 Integrationsconstan- 
ten nock willkurlicb sind, andert sick nicbt, wenn man eine lineare 
homogene Function von y^ y^ • * • 2/a—i niit willkiirlicken Coefficienten 
binzufugt. Wenn trotzdem ini Folgenden vielfack von linearen homo- 
genen Verbindungen von 2/2 • • • ^1® Rede ist, so ist dies so zu 

verstehen, dass in jedem dieser Integrale die willkurlicken Constanten 
zuvor in irgend einer Weise fixiert gedacbt werden. 

Ist nun 

^ logo:; + • • • + ^alog^^ 

irgend ein Integral der Differ entialgleicbuug, wo die Tp nacb Potenzen 
von X fortscbreiten, deren Exponenten sick von den Wurzeln der 
Gruppe g (^1 ^2 • • * ganze Zaklen untersckeiden, so wollen 

wir es ein in die Grupjpe F gehoriges Integral nennen. Dasselbe ist 
als lineare komogene Function der Elements des Fundamentalsystems 
2/1 2/2 • * * 2/« ausdriickbar. Aus den Satzen iiber lineare Abhangigkeit 
von Punctionen^) folgt aber leickt, dass es durck y^ 2/2 **-2/^? ^1^ 
tegrale der Gruppe F, allein ausdruckbar sein muss. Gekort weiter 
das Integral vi zu dem an bestimmter, etwa Stelle stekenden Ex- 
ponenten ray so folgt aus denselben Satzen (Satz 3 und 5), dass es 
sogar nur durck 2^i 2/2 • • • 2/« sick ausdriicken lasst, wenn ya ebenfalls 
zu der an Stelle stekenden Wurzel ra gekort. Diese Ueberlegung 
sprecken wir folgendermassen aus: 


1) S. Ankang, Zu Kap. IV, Satz G. 
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Jedes in die Gnq^pe F gclmige Integral^ ivdches zu dcm an y'"'' 
Stelle stelienden Fxponenten Ta gvlm% ist in dem InUgral welches za 
der an Stelle stelienden Wurzel der dedemhinierenden (Ueichnng 
geMrt, entlialten, Wir iiennon aus dieseiu Grand das Integral wenn 
die willkurliclien Constanteii desselben unbcHtiinint bleiben^ das all- 
gemeinste zu der an Stelle stelienden Wurzel r^ geliortge Integral der 
Gruppe r. 

Ebenso leiclit beweist man, immer niit denselben lliilfisnuttcln, 
den Satz: 

Jedes in die Gnippe F gchdrige Inlcgral gehdrt zu einem der Kx- 
ponenten ^ 2 • • • wclcher hlklistcns an soviellcr Stelle sfrhlj als die 
Midtiplieitdt der hetrejenden Wurzel hetriigL 

6L Verzweigung der Intogralo boi «=— ( ) ; UmlaiifBrolatiouon. 

Wir kommen niaimehr zu der fur das Siudium der lui(*gral(^ in der 
Umgebimg von ir; = 0 ■vviclitigskm, urimlicli y.u der Frage, wie Hieh dii‘* 
selben andern, wenn x cinen lJinla.uf uni den singularen i^mki 
besebreibt, aber dabei ganz innerbalb der IJingebung V deHHtdben 
bleibt. 

Wenn liiorbei von einer Anderung der Ini(‘graJ(j y.j , . . 7 /,, <li(‘ 
Rede ist, wiilirend dock die viekkuitigen Ausdrileki^ ((H), (H*)) der- 
selben schon saintliclie Werte enihalten, wekdn* (li(\s(* Iniegrale inner- 
kalb V fiberkaupt besitzen, so ist dies lolg(‘ndennuHS(ui zu vtu-slcduni. 
Man denkt sick liir eiiien nickt singularen W(‘ri in der Ihn- 

gebung U eines der Wertsystenu^, Wijlehes die hib'gralt^ ?/i • • • //m (dr 
X == x^^ anziinekmen ITikig sind, lixiert und sondert dadureh aus jeder 
der mekrdeutigon Functionen y eiiien bestimnUm Zieeig aus, d(‘r eiu- 
dcutig bleibt, solange x von nack den I’unkfctni von F Wege In*- 
schreibt, welcke x = () nickt einscdiliessen. Mackt nun aber x von ./•„ 
aus einen Umlaut iini x ~ 0, eivwa. in Form (*iner Krtdsptu’ipherie uin 
den Mittelpunkt x == 0, so aiulmm Hick in der Thai jmn^ Zw<dge im 
Allgemoiuen, und dies ist unter dem okigon kurzen AuHdrue.k zu ver- 
steken. Man nemit deskalb die Art der Aiukuamg anek die >V 7 v:Yre/. 
gtmg der Integrate um den Funld x 

Eindeutige integrale, wclcho die (Jestalt (‘inm* g(‘W(“diiiliehen 
Potenzreike von x haben, andern sick bei <nnem I) miaul’ um x 0 gar 
nickt. Nickt eincleutigo Integrale in R(ukeniorm, wie 

2/r 

multiplicieren sick nur mit einer Constanteii. Uena ist eiiidcuiig; 
setzt man aber 
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SO inultipliciert sicli da \ogx bei dem Umlauf urn x = 0 in 
logo; -f- tlbergelit, mit Die logarithmeii-bebafteten Integrale 

sind aber im Allgemeineii in cloppelter Weise melirdeutig. 

Ein beliebiges Integral der Griippe F sei namlich wieder 

y ,, : J 19,,! + 9,, 2 logrr + 1- (paa log'^-^ir;] 

logiT + 1- Tpaalog^-^X, 

woriii wir uns nun die willkurliclien Constanten in irgend einer Weise 
lixiert dojiken. Bei dem gedacbten Umlauf gelie diese Function in 
ilber^ welclie wieder ein Integral der Differential gleichung (1) ist^ da 
man ja x nur innerlialb der Umgebung U sicli bewegen Hess luid das 
Integral ija fur diesen ganzen Eereicli definiert ist. Nun andern 
sicli bei dieseni Umlauf die eindeutigen Functionen tpa^i gar niclit; da- 
gegen gelit 

logic in logic + 27i;i 


iiber. Seizen, wir zur Aldvilrzung^ da . . . tx sicli nur um gauze 
Zalikui miit(‘rsclieiden, also die folgenden Expoiientialgrbssen alle eiii- 
ander gleicli sind;, 


( 10 ) 

so liat mail also 




Q, 


(11) * 'ija ■ + 

1 ( .-r 1 .J 4- 2 (a Jt i) Il>„ ii-h i)(27r. H 1- (« -- 1 ') « 0“"'“ i’« ■'] 

+ Inf-'-'.c I 2n-/: -| 4 (27rr:)"-'‘' I 


4 log" 1 4’», «-i H ' (« — 0 V-.raJ 

4 log‘''-'« Vv« ■ 

lli(‘r isi. auf der nu'lii.en Seite d(u* Complex der ersten Glied(‘r in 
jedcT Zeil(^ ge.rade ifa- Der ilbrig bleibeiule Teil ist ein in die 
Cruppi; r g(dibrig(‘S Integral, wdelies, weiiii zii dm' a,n erster Stelle 
slehendiMi VVurzdl gehbrt, also r,. | i ist, zu einer der Wurzeln 

n, I, r,, Oder, wmin Tu ...j..! 4'^ zu 

der an (y ~ 1)^'*' Stelle stehenden VVurzel r,, gelibrl, also in beiden 
Fallen naeli dem v(>ranp;tdienden Artikd diireli die Integrale 
y^r^ I allein ausdrilckbar ist. Aus (11) ergiebt sicli dalier 

( 12 ) 


i/u ««i2/i 4- H — + i^«-i -I- «i/A< , 
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wo die e>ap Constanten sind, den in (10) augegebcuen, von Null 
verschiedenen Wert hat. 

Die Relationen, welche zwisclien den Integralcn y„ vuul 

den durch den Unilauf daraus erzielten be.sle]ieji, odor — 

wie wir kurz sagen wollen — die TJmlmifsrdalmicn cks FnmianwnUd- 
systems y^ y^ - • • Vn Besug auf x = 0 lautcn also 

Vi 

y^ 2 /i + fo, y., 

“H toxa'i/i ~1“ • ' • <')/!,/ I Vi 1 'I ^'h'!//. 

C0A+a,i2/;i-|-i + Wa//.i l-a 


wemi n+i, n+2, . . cine zweite Wurzelgruppo //, dor dotor- 
miniereiidon Gleichung bodeutet, 

2/'j I i/ft 

= e . • • » . ; e 

gesetzt wird, ii. s. w. — 

Dass clft n durcli den Uiiilaiif ans y/, ?/.j . . . y/„ (n'z<‘ugi(‘n Inic^gralt^ 
?/i ^2 • • • 2 /« abermals oin .b\oulaiueiitalsyHtom bildtni, isi leichi zu HcduMi. 
Die Determinante dieser n Duiictioneii IhL nilmlicli naeh deni Dcdin*- 
minanten-Multiplications-Theorein das l^rodukt der I )(‘t(n'minanlt^ <ler 
?/i 2/2 •••?/« gel)il(lt‘.i(‘n Suhsti- 

tutionsdeterminante ^). Die ersterc ist | 0 , well y/, y/y . . - ?/« ein Kun- 
damentalsystem bilden^ die letztere hat d(ni Wert 

.... [ 0 . 

Folglich bilden aucli y/i y^ . . . ;//rt ciu FiuulamenlaLsysieiu ven hiiegraltni. 

Als Hanptergebiiis dieses Artikols spreeJieii wir aus: 

Bei einewi Unilauf der unahMngigen Variahlm mn vine singularii 
Stelle der Bestimmlhcit gcht jedes Elcnmit des in die (iruppen 1 1 , .. . 
eingeteilten Fundamcntalsystems y^ . . y/,* in cine Unam\ homogenv Fmicr 
tion von sich selhst und den ihm in seiner (Jruppe mrangelmulcn hi- 
tegralen uber, I)iese n Functionen bddm wied(f>' ein FundanienUdsgskm 
von Integralen, 


(13) 


; 2/a 

2/a+2 ^ 


1 ) Vergl. Baltzor, Theorio n. Anwend. d. Dot. 6 , Auil. Leipzig ISBl. § G. 1 . 
S. 48 ff. 
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53. Lmeare Abhangigkeit zwischen den Functionen In 

(lei <uiH X Itilemoiiteii bestehenden Integralgruppe r treten im Ganzen 
t Ikiheii 

als (Joenicioiiteii dor vorsehiedenen Potenzen von log x auf. Zwischen 
(lieK(!U be.stelicu abei' nocli lineare homogene Relationen, welche wir 
niii llilllci (le.s iiii vorigeu Artikel abgeleiteten Resultates leicht ermit- 
teln kbiinen, mid veruibge deren die Zabl der linear unabhiingigen 
b uuctioiieu in dor aus X Elenienten bestehenden Gruppe sich als 
X ergiisbt. 

Hotzen wir niimlich in der Identitat 

V't : ' t>l„i2/lH-K)«a2/3+ • • • + (Oa,a—iya — l 

Vi Ik - yi< «nd 'ija die expliciten Ausdriicke aus (8^^) und (11) ein, 
Ko ergiebt sicli (lurch Gleichsetzung der Coefficienten gleich holier 
Potenzen von log x auf boiden Seiten 


( 1 . 1 ) 


^(o,|2jr( (/-„. + (3:n;/:)- (^„;,-| 1- (27Ei)«-i^,,„] 

■ a)ifr*/-’ii + (<5.(3 '(/'ai “p pOre, «— i, i 

<'»i| a: P(//, -j- tjjua j 

: COa^ fif— 2 l/'a— 2 , t?— 2 “f* COa, cc-l ut -2 

0 « — 1 '4^a — 1, a — 1 • 


man in (lieHciu Gieiclmngssystem, welches fur alle Werte 
a ^ I (lie Functionen 'ijjas, 'ipaa als die Unbe- 

kajininn, ho isl dii^ Did-crminante der Oocflicieiiten auf der linken Seite 
von Null v(‘rschiedeii, Folglich Ichrt das Gleichungssystem (14), dass 
dii^ siinii.liclum in aurireieuden Functionen mit Ausnahnie von 
f-’ieh (lurch die in dcti vorangehenden Integralen vorkommenden 
llnt‘ur uiul homogeu atisdrilcken lassen. Damifc isfc schon gezeigt, dass 
nur (li(‘ mii dtun zvvtiitea Index 1 behaftoten A Iteihen 


tn '4 ^'m • • • 

limnir unablnlngig sind. Man kann aber auch sehen, wie die einzelnen 
Iliulnm von jtunni abhiingcni. 

Ibpginnl man luiL der Bcreclumng von so stellt sich dies 

nach der lekten der (Ueich ungen (14) als bis auf einen constanten 
Faktor mit rd)ereinstimmend dar, und da von diesem wieder 

das Analoge gilt, ho zeigt sieli, dass Us auf einen constanten 

Faktor mil jedir dtr Jtfdhm i/v i,« -u 2 ; • * ikbereinstimmt 

llrfflvt\ DilTiirtiiitialgiaichuiigfn. 7 
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Die Berechnung von ■4>a,a—i zeigt, dass dies, abgesohen von dem 
soeben gefundenen tpa^x, linear und liomogou durcli a, '</',(--a,«~a 

ausdruckbar ist, und mit BeriicksicLtiguug des fiir gol'undcnen 
Ergebnisses und des Umstandes, dass Analogos gilt, sobald nuui k 
durch a — 1, a — 2, u. s. w. ersetzt, ergiebt sicb: iaf, (lurch 

jedes der Faare 

'^a — 1, a — a? 'Pit — 2,(t — a 

pa — 2, a — 2 ? Pit — 2, it — 2 
PtU , Pll 

linear und homogen ausdriiclibar. U. s. \v. 

Allgemein ergiebt sich so sclirittweisc das Resiiltat: 

pa (i ist eine lineare homogenc Funetmi mm nur a — [i -}- 1 (oulcrcii 
FuncUonen p, die im sweiten Index unler eiiumler ubenMidbnwcn, r:u'ur 
so, dass Pag nur von 

pit — A', g — kj Pa — k — 1, g— Pg- kj g ■ ■ k 

abhdngt, wo h eincn lelichigen der Wcrtc 1, 2,..., /I - I bedentct. In 
lets ter Hand ist also Pag nur von 

Pn, pn, ■ ■ ■,Pif- g.\-i,i 

dbhdngig. 

53. Grad der Gruppon-Integralo im LogaritlmiuH. lOiiui Ruilu- 
von Benierkungen soli sicli endlicli iioeli auf deu (jrad beziolien, bis 
2 u welchoni logo; in den einzelneu Jntcgraleii (‘.iiicr ti!rui)iio aul'steigt. 

Wie wir ini Artikol 48 saben, steigt in dem «*"“ Integral »/„ tnin'r 
Gruppe r der Logaritlimus bbclistens und iiu Allgemeimm vvirklieh bis 
zur (a— 1)*“ Potenz (a = l, 2,..., A) auf. Es kann aber in Kpisziellon 
Fallen eintreten, dass dioser Grad nicbt erreiclit wird, dass also eine 
Oder mehrere der Functionen pag (ft — a, idontiseli Null 

sind, wie man aucli die Integrationsconstanton bostiuunt. A us den 
Betrachtungen in Artikel 50 Iblgt daim, dass der Grad der Integrale 
(worm alle Ooustanten uubostiumit bleiben) in log a; beiin 
Portschreiten von zu yi jedenfalls nie abnimmt. Andorerseits 
ergiebt sieli aus dem Satz am 8chluss des vorigon Artikels, dass d(^r 
Grad dieser Integrale in loga? von Integral zu Integral buclistens uui 
die Einbeit zunebmen kann. Wir bemerken daber zunae.bst: 

Der Grad in log a:, bis zu wclckem die allgenieinstcn zu den H'wr- 
zeln rg . . . n gelwrigen Integrale yi,y.,...yx thatsuchlich aufsteigcn, 
nimmt in dieser Folgo nie ah und von Integral zu Integral huchsUms urn 
die Einheit zu. 
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Sind mehrere der Wurzeln ^ • tx einander gleicli, so treten 
sicker Logarithmen auf^ well dann in einer oder melireren der nacli 
(8) zu integrierenden Reihen das Glied init der Potenz x'~^^ sicher 
niclit felilt. Nach deni in Artikel 48 benutzten und im Anliang be- 
wiesenen Satz entliillt z. B. das Integral ijaj wenn n, = ra-^i = ••• 
= y; logo? sicher mindestens in der (y — Potenz. 

Soil insbesondere die ganze Gruppe 2/i j/a • • • 2/^ logaritlimenfrei 
sein, d. li. alle = wenn /3> 1, so ist also eine notwendige Be- 
dingmig die, dass alle Wurzeln . . . n von einander verscliieden 
sind. Nach Artikel 16 sind wir aber im Besitz der notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen daiur, dass nicht nur zu sondeni auch 
zu jeder der Wurzeln rg r,^.,,rx ein logaritlimenfreies Integral gehort. 
Haben wir aber X logarithmenfreie Integrale, die bezw. zu . . . rx 
gehbren, so sind diese linear unabhangig ^). Polglich kann es dann 
liberhaupt kein in die Gruppe F gehoriges, mit Logarithmen behaf- 
tetes Integral geben, weil dieses von jenen X linear unabhiingig ware 
und damit mehr als n linear unabhangige Integrale der Differential- 
gleicliung existierten. Wir liaben also das Ergebiiis: 

Damit die ganze Intcgralgmppe F logaril'lmienlm sei, wenn rx 

smrtliek von emandcT verscliieden sindj ist nohvendig mid hmrcichend^ dass 
die nach Kap, II zn hildenden Determinanten 








1 . .. 

1 7 2.. 

n , • • - , A, 


sdmtlich verschwinden ^). 

Wir werden spater selien (Art. 09), dass wir iiu Art. 10 aueli 
bereits die notwendigen und hinreichenden Ihidiiigiingen datur be- 
siizen, dass der entgegongesetzte spezielle Pall eintritt, d. h. dass in 
jedem der Integrale (a — 1 , 2, . . . , A) der Logarithmus his zur Jidchst- 
miigliclien, (a Fotens thalsddilich aufsteigt 

Bislier liaben wir nur den Pall in's Auge gefasst, dass in den 

1) S. Anliang, Zu Kap. IV. Sat/. 3. 

ti) In anderen Forinon sind die Bedingungen fill- dioselbe Frago aurgestelli 
worden von 

Fuche, CrollcH Joum. Bd. C8, (1808) 8.375—378. 

ProbeniuH, obenda, Bd. 7G. (1873.) S. 224--2‘26. 

Thome, ebenda, Bd. 00. (1884.) S. 208 11*. 

G our sat, Annales do I’ecob^ normalo, 2 “io Serio, t. 12. (1883). S. 261. No. L 
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allgemeinsten zu . . . n gehorigexi Integralen der Logaritluiuis tluit- 
saclilicli iiicht bis zu tier Poteiiz aufsteigt, die er libchstens errtdcduvn 
kaun. Es ist aber mbglicb, dass bei bosouderor Besiijiuuiuig dtu- in 
diesen allgemeinsten Integralen iioch entlialtenen wiilkiirliclKui (Jon- 
stanten der Grad derselben in log a; nocli weiter zii riHlucitnam ist. 
Verscliwindet z. B. in dem zu gchbrigon, Integral y., der Logarii.h- 
mus iiicht, so enthiilt nacb der erstcni Beiuerkung dit‘S(‘s AriiktVls 
aucli das allgemeinste zu gelibrige Integral <lt‘n Loguriihiuus 
mindestens in der ersteii Potenz. Ergebcn dann aber die lb‘dingungen 
des Kap. II; dass zu r.j ein logaritlmienlrcieH lnii‘gral in Beilunilbrni 
geiiort; so muss dieses, weiin 4"" '-'b; Artikel *19 in y.j enilnilien 
sein. In dem allgemeinsten zu gelidrigen integral liisst sieh 
also durch geeignete Verfugiuig fiber die willkiirlicluni (lonsianten iler 
Grad des Logaritlanus aiif Null reducioren. 

Diese IJberlegung fiilirt uns zu dem VVunseb naeh tniunn Bum 
damentalsystenij das aiis lauter nibgliidist einfaeli gebauitm Intt^graPni 
bestelit; d. li. aus solcben, welclie den LogaritlimiiH in ini’igliclisi nii‘- 
drigen Potenzen entluilten. IJnd weil sicli dieser Wiinseh mil. Iliilfc^ 
der bisber beniitzten Mctliode niclit leicht belriedigen IjLssl., mdinnm 
wir — aucb in llucksiebt auf weiterc GesiclrlHpunkii^ (li<* Unter- 
suclmng der Integralo bei oiner singulanin Bestinimtlunisstelb^ im 
folgenden Ivapitel nocli einmal in anderer Weist^ auf. I)a.s gc^gmn 
wartige Kapitel beschliosson wir mit der Betraehtuiig eim^s Hpcudal- 
falles, der die aligemeine Untersuelnuig illusirim't. 

54'. Difil'orGntialgloicli-angon mit oinor oinzigon Biugnlilron Stollo 
(def Bestimmthoit) im Endlicben. Die selion im Ariikel B) als 
2. Beispiel beniitzte Dillerentialgloicliung 

(15) 4* 1 . a,,y .... i) ^ 

wo ci^ (ky^ . . . an Constaiiten sind; besitzfc x «= () al.s einzige singuliln* 
Stelle im Endlicheii; und diese ist Stelle der Bestimmilieii. Die 
Umgebung IJ derselben deckt sick also — gerade wn^ btn den limni- 
ren Differentialgloicb ungen mit constanten Coefficienleii — mit <l<nn 
ganzen Gebiet der Differentialgleicbung; niimlicli mit der gt^samten 
^r-Ebene. 

Wir fanden damals: wenn cine Wvirzel der zu a; »= 0 gelibrigen 
determinierenden Gleiclmng von (15) 

(16) Ofy V (^T — 1) . . , ('/* — l) 

“j” 1) . . . (^' “^ 4" 4" ' ■ * "”1" =* 0 
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ist, so genugt der Dilferentialgleichung (15). Sind die n Wiirzeln 
U . . . Ta der Gleichung (10) samtlicli verschieden, so bilden die n 
Integrale 

x'\ 

ein Fundamentalsystem, wie immittelbar einzusehen ist, gleicliviel ob 
dabei mebrere der Wurzeln rj . . . fn eine Gruppe constituieren oder 
nicht. lat das Erstere der Pall; so haben wir also hier ein Beispiel 
dafilr; dass in einer ganzen Gruppe von Integralen der Logarith- 
mus felilt. 

Sind dagegen nicbt alle Wurzeln n . . . r„ verscbiedeu; son- 
dern z. B. 

— ^3 — rjj = • • • = Vy =j= fy + l , 

so werden die Integrale identiscli; aber nacb der all- 

gemeinen Tlieorie giebt es dann ein Integral, welches zu der an 
zweiter, eines, welches zu der an dritter, ii. s. w., endlich eiues, welches 
zu der an Stelle stehenden Wtirzel gehort. Diese linden wir 

durch Anwendung der B^ichs^schen Methode. Wir substituieren 
in (15) 

i/ ~ x^'^J rJ (I X 

imd erhalten dadurch nach Artikel 29 und 46 iiir 0 die Gieiclmng 
(17) 0 = 

+ 

■f ;■[(’,') .'ir' r, . ..(■/^— "I I. -I J. 

w(‘leho nach Portlussung dcs Fahtors + ^ wieder die Form 

(IS) .r'' 4 + a,:^i0 = 0 

erhiUt, wo o/ i Coiistanten sind. Die Wurzeln der zuge- 

horigtm deterniiiiierenden Gleichung sind nach Artikel 4;() 

'J h ^7 ^ 1; . . Ty }\ ■ 1; . , }',i '/’j — 1 ^ 

dereu y — 1 (‘.rste den Wert — 1 haben. Folglicli ist 

ein Integral von (IH) und 

J X ^(Ix 


: -j- X'’^ h)g.'t* 
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ein Integral von (15), wenn (7^ die willkitrliclie IntegrationscouHtarite 
bedeutet. Da man dieses Integral nocli mit eincr belicbigen Goiistan- 
ten multiplicieren kann, nioge es gleicb in dcr Form gesclirieben 
werden 

logii;. 

Substituiert man mm in (18) abornials 
= 'jcr^J ndXj 


so erbalt man von der Differentialgleiclmng (n — 2)^*'"' Ordmuig in n 
wieder das Integral u = x"^^ imd claraus das Integral 

logit’ + C^x^'^ log^'i:; 


der vorgelegten Dilierentialgleicliung (15), wenn ((j 0^ willkurlicho 

Gonstanten sind. U. s. w. 

Im Ganzen erbalt man so entsprecbend der y-tachen Wiirzol 
von (16) die y Integrale 




(19) 


2/2 = a5’-‘[(7o + Oiloga:] 

2/3 = a;'-* [C„ + Oj log a; + C; log ‘‘x} 


(j/y = a;’’* [Cfl + Cl log it: + Cj log'ic + • • • + Oy— i log ‘ it:j , 


welche bezw. zu der an erater, zweitor, drittor, n. h. w., y*"' 8t,ollc 
stelienden Wurzel gelioreu, und wobei dio C willkilrlielK' Ooiistunion 
siiid. Infolgedessen sielit man, daas aua doin letzlou lutegriil i/y boi 
geeignetcr Speeialisieruiig der C dio vorliorgohoudoa Intognibi ont- 
atelien. An Stelle der y Integralo (11)) kann man dalior auch dio tibon- 
falls linear unabhllngigen 

(20) «’■* , ic''! log X, «'■* log “ic , . . . , ic''» log >'~ ‘ X 

setzen. Hiermit ist die vorgelegtc Difforentialglok-.Iiuiig vollHliimlig 
integriert; denn wir habon gerundou: 

Sind t'l r^.. .r„ die Wurgeln dcr eu x = 0 (jchvrigcn dderminw- 
renden QleicJmng der Differmtialgleichung 

x»yM -I- ^ 1 - = 0, 

wo’ die a Gonstanten sind, so hesitecn wir n linear nnahliungige Inlegralr; 
jedcr einfachen Wurgel n entspridit ndmlich ein .Integral aC , jedr.r 
y-fachen Wurgel rk y Integrale 

log a: , log’'~ ‘a; . 

Vergleicht man dieaea Resultat mit dor Integration der linearon 
komogenen Differentialgleicliungea mit constanteu Coei'licienlen (Art 
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35. 36); so erkennt man, dass das Mer ermittelte Fundamentalsystem 
in das dort gefundene durch die Substitution 

(21) = c-"' 

imd umgekelirt jenes in dieses durch die inverse Substitution 
( 21 "') x = logx' 

vlbergeht. Da aber durch ein Fundamentalsystem von Integralen eine 
Differentialgleichiing selbst bestimmt ist, so folgt, dass durch die Sub- 
stitution (21) die hier betrachtete Differentialgleichung in eine Difife- 
rentialgleichung mit constanten Coefficienten 

(22) H h = 0 

imd dieso durch. (21"*) in eine DifFerentialgleichung der Gestalt (15) 
iibcrgeht. Die cliamlderistische Gleichung der Differentialgleichung mit 
constanten Coefficienten (22) ist identisch mit der zu x — 0 gehorigen 
determinierenden Gleichung von (15), da ihre Wurzeln ubereinstiramen, 
Dieae Ergebnisse sind leicht direkt zu verificieren. 



Kapit.ol VI 11. 

Rcciirsioiisfomclii der Eeikeii in losai‘itluuenl)<^han<‘ioii liilof^ralen 
l)ci eiiier Stelle <lei‘ lkvsiinimlli(nt. 

56, A-ufstollung dor sau bohandolndon Aufgaboii. Im vorigtni 
Ivapitel hat ims die Fuchs'selio Metliode gehdu't, dasn hm tdiu'r mi- 
gularen Stelle der Bestimmtlieit a; — 0 die Iniograle tlic (usstali gair/.er 
Functioiien von log,^’ haben, welche sieh biii 0 lH‘Hti!nnit verlml- 
ten. Wir fanden ein in Gruppcxi derart eingtdeilies Fiuulamtaital™ 
system von Integralen, dass die Eleniente einer (Jruppe bt'zitdienilich 
zu den eiuzelnen Wurzeln oiner Wurzelgnippe der dctenniniereiuUai 
Gleiclunig gehbrten. 

So wiclitig imd intoroBHant diese Ergel)aiH.s<‘ siud, lasHtMi nit* doeli 
nocb. nach einigen liicUtungeu liiu eine Ergiliizung wdiisrhen, Zu- 
nachst muss bemerkt worden, dasa die prukiiHcho Durehtuliruiig jeni‘H 
Verfalirens zur Horstollung der logariUimeubeharitdeu liiit^grule Hi<’h 
im Allgemeinen ikisserst umBtiludlich geHlulteu vvird, Widl t‘s dabei 
gilt, imendlicho Koilion mit einuuder m muliipliciiu't'n, danu wi(‘drr 
zu integrieron u. s. w. Eiuen zweitou Piuikt haben wir Hiduai am 
Scliluss der allgemeinen Untersuchung des vorigen KapitcdH (Arf. 
berillirt: Wir wilnachen ein FundaiueutalHyBiem, in desstm Mbmumicm 
der Logaritlimus nur bis zu einer lubglieliHt nitalrigim Puienz iinrHitngi. 
Ein solclies muss zwar in dom im vorigen Ku[)itel uutgesi(‘lli(m Imui- 
damentalsystem enthalten sein. Allein bei der Art, wie dit! willkilr- 
lichen Constanten der einzelnen Elemento dessidben in diene eingeben, 
diirfte es sehr scbwierig sein, unmittelbar aiis jemmi dan idnfaehHie 
Puudamentalsystem zu entwickeln. lliormit bllngt endlieli luadi zu- 
sammen, dass wir die Umlauferelationen der Inlegnile den vorigmi 
Kapitels nur in iinvollkommener Woise angobeu konnlen: wir kmuien 
ja niclit die Werte der in ihnen auflretendeii (ioei’lieienlen 
(s. Formel (12) Artikel 51). Die vollstilnilige BciberrHcduing der llin- 
laufsrelationen ist aber fiir das Stuilium der Integrale bei den ningu- 
laren Punkten von grandlegender Bedeutung. 

Urn diesen verschiedenen WUnschen gorecht zu werden, nehmen 
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wir die Untersucliung noch einmal auf, inclem wir von dem gesamten 
Inhalt cles ' vorangelienden Kapitels lediglicli den die allgemeine analy- 
tisclie Gestalt der Integrate bei einer singularen Stelle der Bestimmt- 
lieit feststellenden Teil, d. li. den Inlialt der Artikel 46—48 benutzen 
luid das zu behandelnde Problem folgendermassen fassen: 

3Ian versucht der Differentialglcichung 

( 1 ) F(_x, y) Hr + j), -1 \-p„y 

HH . . . + = 0. 

— 'WO die getvolmlicho Tokmreihen von x sind, — 

die also lei x — 0 cine Stelle der Bestimmtheit hat, durch ein Integral 
der Gestalt 

(1>) y ■ ; (/’„ + (/v-i k)g,'« + iZ-’.i-s log -a; + [- Ipn log "x 

,m genilgenf in tvelchem 

4 \) '' j • " • j 

os) (s) (s) 

(.s ™ u, u-\- 1, . . .) 

nach Bolowcn von x fortschreitendo lieilion sind, deren IJxponente)h sich 
sdmllieh nur mn gan^e Zdhlen von eimndcr itniersclieiden^ tmd fragt: 
line sind die Coefficienten dieser lieihen und die Zahl a m lestimmen, 
damit Gleichnng (1) durck (2) identisch erfullt Convergieren die 

so heslimmlen Itcihcn iIj und tvelehe Coe/ficicntcn hlcilen in ihnen 'will- 
hurlich ? 

Man erkeimt, dass diese Fassung des Problems sicli genau an 
diejenige anschliesst, welclie uuserer Untersiichnng in Kap. I, 11, 1.11 
zu (iriiude lag, and Mr 6 = i) geradezu in jene ilbergelit. Nennen 
wir nock zur Abkilrzung ein Integral, in welchem der Logarithnius 
thatsiiclilich bis zur Potenz aiifsteigt, ein Integral {a + 1 Stufe^ 
HO konnen wir aucli sagen: wio wir dort das allgeiueiuslo Integral 
ersier Stuie einer Qruppo aulgestellt haben, wollen wir nuumelir das 
allgemeinstc Integral (a + Sta/e einer Gruppe aiifstellen. 


5r>. Allgomoinor Satz iibor dio Horleitung mebrorer logarith.- 
monbohaftotor Integralo aus oinom solcbon, Wir stelleu zunilclist 
einen allgenieinen Satz voran, der sick auf Integralo der liier aut- 
trctcnulen Form — ganze Functionen von logs — anwenden lasst^). 

1) Dor Satz iin<l dicBo Ariwendimij^ <l<‘H8elb(in riibrt von Koeliler lior; vergl. 
Zoitsebrirt fiir Math. u. Phys. Hd. 33. (1888.) S. 231 i\\ — Ein Gegoutitiick zu deni 
obigen iet der Iblgcndo, ebenao Icicht zu beweiBende und llhiilicker Anwendungon 
tilbige Satz: 
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Wenn die BiffercntialgM 

(3) Q{x, y) H 1- ihV -- 0, 

deren Coefficienten helieUge Ftmdioncn wn abcr von einer (tndvrn 
Grasse u imabhangig sind, ein Integral dcr Gestalt 

y: : :if(u;, n) 

lesiM^ wo f cine hcUelige Function von x mid n ist^ die niieh naeh a 
differenmrt warden hinn, so gentlgen ihr auvh, die Fanelionvn 


f'fOe, u) 


1st iiiuiilich 
so ist auch 




0 ('f, /■(■'•, w) ) . 0 


Hu'- 


U -^1, ii, . . .) . 


Da aber die 
ten, ist 

unci dalier 


Coeflicienten von (Xy g) 



von u uinibhilngig 

e^fix, i()\ 

’ ) 


: 0 . 


Hein 


Holl- 


Sind nun die Coeliieienten you (»H) eindcidigc I<bnu*iionon von x 
und besitzt die Gleiclimig ein Inieo-nil 

y = .F(x, 

wo F eiiie gauze rationale Fiiiietion vou log.r Lst, (l(!n*ii (locriieit-iiUMi, 
abgesehen von eineiu alien goiuoinaaiuen Fakter a/', eiiuk'nl.ig Hind, 
so wird die Gleichung aueli durcU 

y = F(x, log X -f- u) 

befriedigt, wenn u eiue ganz beliebige iinbeHtiimnte Umssc licdciilcl. 
betzt man nanilicli ./'’(a;, log ic) tiir y in den I dU'erontialaiiHdnKdi 


Wenn die Biiferentialghidmng 

P(x, U-, y) • : p,{x, «) 2 /W + «.)•(/<"-') -I I u)ii 0 , 

deren Coef/identen heUehige FuncHonen von x and u sind, die nach u di/ferenzivrt 
werden Jednnen, ein von u unahhdngujeg Integral 

y fix) 

besitd^ so genugt dieses auch alien durch partidle Differentiation Her Ooeffkknlen 
nach u aus J? = 0 hervorgehenden IHffercntudgleidiungtn. 

1) Vergl. Koehler, Dber die Integration veriniUelet explicifcer Fnnetionen 
derjenigen horn. lin. Dillgl. u. a. w., In.-Dias., Heidelberg, 187 D. S. 8. 
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Q{oo,y) eiii, so erhalt man eine ganze rationale Function von logic, 
deren identisches Verscliwinden dasjenige der einzelnen Coefficienten 
dor Potenzen von logic erfordert^). Setzt man aber F(x, logrc-fi^) 
fur y in Q(pOjy) ein, so erbillt man dieselbe ganze Function von 
(logic + tf/), die mitbin aucli identisch Null ist, womit unsere Be- 
liauptung erwiesen ist. 

Auf das Integral F(x^ “t” ^0 dalier den vorstelien- 

don Satz aowendeii. Differenziert man aber I^^(ic^ logic + '^0 beliebig 
oft nach w und setzt dann a = 0, so ist offenbar 

/ d^Fix, log X 

\ du^ (Slog it*/ 

Man erbillt also aus einem Integral der Gestalt JF(ic, logic) sogleicli 
mebrere andere, indem man dasselbe nach log ic partiell differenziert. 
Scbreiben wir dieses Integral in der Form wie (2) 

y "3 tjj„ + (j) log a; + ^ff-alog^a: + ■ • ■ 4- log "a; , 

WO die 'ijj nacb Potenzen von iC fortschreitende Reiben sein mbgen, 
die sicb aber nicbt notwendig bestimmt zm verhalten braucben, so 
ergeben sicb daraus nacb jenem Satz sofort die 6 andern Integrale, 
woboi zur Abkiirzung links logic ==5 w gesetzt ist, 

3 ijJa-^ilogX + + %log"-^X 

i’o-s log a: H 1- % log "-2 a; 


Wir liaben also den Satz: # 

Ams einem logcirUhmciiheJialMm^^ Integral {(> + Stufe emer 
lincaren homogcneu J)ii]erentialgleid^^^^ mit eindeiitigen Coefficienten cr- 
gd)en sich (lurch partieUe FilJcrcuitkttum nach dem Logarithmus 0 andere 
Integrale, welehe hc^w. 0 *"% (o — Stufe sind. Jnsbe- 

somkre ist aho der (hvfficient der hochsten Fofenp des Logarithmus in 
ehiem l(Hj(iritlimeribeli(iff^ Integral selbst ein Inkyral der Differential- 
(jkiehmg ^). 

1) S. A 11 hang, Zu Kax). IV. Satz 5. 

2) DaHH auH (lain Integral (2) die Integrale (4) abgeleitet werdcn konnen, 
ist auf andere Widno von .Iiirgens bewienen worden. Crelles Journ. Bd. 80. 
(1875). S. 151 if. — Dor letzio Teil dea Satzes ruhrt Hchon von Fuchw her, CrelloH 
Journ. BiL 68. (1868). S. 856. 
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Diesem Satz wollen wir sogleich einigo Auweiidimgen folgen 
lassen. Unterscheiden sick die Expouenten siliutliclier Potouzen von 
X in den Reihen % . . . ipa des Integrals y nur urn gauze Zalilou 

von einander, so mnltiplicieren sicli alle diese Reihen bei eiiieiu Llin- 
lauf von a: um a: = 0 niit derselben Constanton roi- Wio im Artihel 
51 Pormel (11) findet man dann die Umlaiifsrelation des liilegrals y 
zunachst in der Gestalt 


f- 


(5) 


-j- log* 


[(i) +-(-^0 Q) -I 'I' "'C- O'" ' '/’o 

+* * * ■ ‘ 

H- • 


Mit Hiilfe des liier abgeleiteten Satzes kaini xuau diesor Fonuel aber 
die tlbersiclitlichere Gestalt gebeu 


.t. 

fiOl 


I du^ 2! ^ 


d! ()u^* 


worin wiedcr ^^EE.alog£i? zu setzen ist. Also: 

Die Umlaxifsrclation einos logarUhmcnhelialhk^^ InUymls 

y Ei: i’„ 4- (j) fa-i log.* 4 1~ i/>„ lo,g".r, 

dessen lieihen • • • ta (^i Unilanf sdndlieh mil (hrscihnh 

Gonstantm nmUipliciereny laulet 

(6) + . C-iteOV I (“*'1" . 

fiOt 1 d log- It* 2 1 (rHog .t)'-* <y! (r* log .r)'* 

Veriullt sich das Iiitogral j/, desseii Reihen 0 nur mu gauzes 
Zahlen von einander verscliiodene Expouenten euthalten, iunbeHoiuhn’t* 
bei X = 0 bestimnit; sodass also jode der Reiluui V'u ti . • • to 
einem bestimmten Expouenten geliort^ so kann inau siids erreiiduui, 
dass die reellen Teile der Anfangsex^onenlcn von 

in dieser Folgo nie ahiehmen. Zu doiu Ende brauelit man nilndicdi 
nnr zu dem Integral y die mit gceigncten Constantt‘n multiplicierten 
Integrale 

dy ^ r y 

^logx (01og.t)®’ ^ (^i log ry' 

zu addieren. Diese hiiufig zu verwertende Bemerkiing karm z, B. aueli 
fur das noch weiter geliende Studium der Form der Integrale dee 
vorigen Kapitels im Anschluss an Artikel 49 verwaiult werden. 
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67, Substitution des logarithmenbeliafteten Integrals in die 
Differentialgleichung. Um nun die in Artikel 55 geforderte Berecli- 
nung der Eeihen 

des logarithmenbeliafteten Integrals y auszufuhren, werden wir dieses 
in die DiHerentialgleichung (1) substituieren und dadurcli ftir jede 
dieser Eeihen eine Kecursionsformel linden. Da wir aber nach Art. 56 
aus dem allgemeinsten Integral {a + Stufe 

y '■ ■ ■ i'o + (1) a; H log-’a; 


ein Integral Stufe 


t d y 

(j d log X 




™ l ^ ^ log^K) + 


+ % log^" 


ableiten komien, welches in dieselbe Gruppe wie y gehort und daher 
in dein allgemeinsten Integral Stufe enthalten seiu; d. h. aus 
diesem jedenfalls durcli Specialisierung seiner willkurlichen Oonstanten 
liervorgchcn muss, so wollen wir annehmen, dass wir das allgemeinste 
Integral Stufe bereits kennen, wenn wir uns an die Aufstellung 
des arigemeinsten Integrals (0 + Stufe begeben. Diese Annahme 
fiihrt also schliesslich aiif das allgemeinste Integral erster Stufe zuruck, 
welches wir ja in der That in Kap. I, II, HI schon ermittelt haben. 
Hiernach haben wir also nur noch die Eeihe zu berechnen und 
festzuBtellen, welche Beschrankungen den willkiirliclien Oonstanten des 
allgemeinsten Integrals Stufe aufzuerlegen siiul, damit es die par- 
tielle Ableitung nach log (v von dem allgemeinsten Integral 
Still e wird. 

Siibstituiivrt man nun y in (1), so folgt 

(7 ) r(!t:, y) /'0-, I'ip, ipa-i log a;) ^ h {oc, log "a;) 

Koll idontiKcli Null seiri. Hicrzu iat iiotweudig, daas, "wenri (7) nack 
Poteiizou von logic geordnet wird, die einzelneu Coefficienten der 
Potenzeii voii log a; fiir sick identiack vcrsckwinden. ‘) Da aber die 
lleike i/xi i'l den mit rotonzeu von log x niultiplicierteu Teileu dea 
Auadruclvs (7) gar nickt vorkoinmt, so krauckt man nur den logaritk- 
mcnrreiei) T<dl aulzusuckeu und gleick Null zu setzon. 

lle/.oiclmet man kierzu fiir den Augenblick den logarithmenfrcieu 
Toil eiuoH von a; und logic akkiingigen Ausdrucks f(x,\ogx) durck 

[/•(ab log x) J , 

SO ist 


1) Vergl. Anhaiig, Zu Kap. IV, Satz 5. 
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(8) [P(a;, y)] = [P («, ^„)] + (")rP(«,lt'«-ilog*) 1 + • • • \'P{x, Iok'" ;r) 1 . 

Da aber iiacb (1) 

[P(oCjV)\ EE h 

so hat man zur Derecliiuing dor einzc^Iiien IVilt; von (S) zuinUdusl- di(‘ 
logarithmenfreieii Teile von 

mul iliren n ersteii Ableituiigeii zii ermiliidn. 

fa niicl alle seine Ableitungen entlialten iib(ndiaiipi lvoiiu‘ lioga*^ 
rithmen; also ist 

(9) r</^„i t.„ i<^T I'/'i"' I 

imcl 

Fiir fo^tlogx nnd seine n ersten Ableiiungeii erliillt nuin l)(‘zw. die 
lo garitlun Cl if rei ( m T oil 

log*)"] + " iC-.i 

(10) ‘ log *)'" 1 •'/v-i .,'1 V'" ■ '■'I' ' 

[(V^,,_1 log *)<«>] (- 1)'-' . 

.-1 1-:: -EE 

Hieraus findet man die entsprecliendi^ Tabelh' inr 

indeni man allentlialben fa^i durcli ijlog:i: erselzt und ilann 
wioder alle logaritlunonbeliaftcten Glitnler fortlassi, ahso g(n*ad<*Mo, 

wie man von dcr Tabelle (9) fur f,, zu der ^ralndle (lOj fur fo i log e 

iiberging. U. s. w. 

\F(Xj fa-ilogx)] ist also ein nadi (10) leieht zai bikhnidcn* 
linearer homogener Ditferentialaiisdruck (n — ly’"*’ Ordming zwisehen der 
unabhangigen Variablen x und der abhilngigen ? [IX^i V'u- 2 log''^)! 
ein ebensolcher (w — 2)*"^’ Ordnung zwisdien x imd ii- h. w. lie- 

zeichnen wir diese Differentialausdriicko bezw. durcdi 

1 ^(x j fa—l) } J — ij) 1 • • • ; J 0 {Xj l/\,) ^ 
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SO ist also Bacli (8) die Reilie derart zu bestimmen^ dass fur 

jedeu Wert von x 

(11) 1: (Xy 'lp(f) Hh -Pi 0^5 l)”}" •••“}- J?(y(Xy ijjQ^ EB 0 

wird. Gleicliung (11) kbiinen wir aber als eine lineare nicht homo- 
gene Differentialgleiclmng fur die zu bereclinende Reihe ija anselien 
und dalier als Resultat dieses Artikels aussprechen: 

Die lieihe in deni Intcgrdle (2) der Differ entialgleichung (1) 

genilgt der niehi honiogenen Imearen Gleichung 

(12) :JXx, v) + (fj 1\ {x, + . . . + p„(a;, xp,) = 0 1), 

n)o l\y ly, mit Iliilfe der Tahellen (10) n. s. w. 0 U hildcnde 

Atisdriicke sind, in dencn nur gegebene Qrbssen und die als hehannt vor- 
ausgeseMen lieihen % . . • i nebsl ihren AUeitungen anftreten, 

58. Convergenz der Reihen in logarithmenbehafteten Integra- 
len. Von deni vorangehendeii Resultat inaclien wir sogleicli Gebraucliy 
uni die Convergenz der Reihe festzustellen. Dies ist in der That 
erforderlicli, weil wir ja hier das Integral (2) ganz unabhangig von 
den ini vorigen Kapitel definierten Integralen aufstellen. 

Jiei diesem Convergenzbeweis setzen wir die Convergenz der 
Reihen V-’ry—i; ganzen Umgebung U des Punktes 

X = 0 als bereits feststeliend voraus. Und das ist wieder deshalb 
berechtigty weil ja (nacli Artikel 50) ?/;„ ein Integral erster Stufe ist, 
(lessen, Convergenz innerlialb U im Kapitel III in der That bewiescn 
wiirde. 

Da (12) eine nicht homogenc Dillbrentialgleichung fOr ist, 
illierselHiU wir sclion jetzt, — und wir werden es spatcr ausfuhrlich 
f(\si.atell('n, — dass die Recursionsfonnel I’iir die Coefiicienten der Reilie 
ijjo nicht homogenc lineare Gleichungen liefern niuss, wilhrend wir bei 
d<‘n Integralen erster Stufe in Kap. I, 11, III homogenc Gleicliungen 
liattivn. Infolgedessen kann jetzt der Fall eintreten, — der damals 
aus (hnn gedacliten Grunde ausgesehlossen war, — dass diese Glei- 
ehungen unendlich grosse Werte fur die Coefficienten der Reihe 
liefern, wenn nicht gewisso Bedingungen erfilllt sind. Diese Bedin- 
gungen sind naturlich einer eingehenden Untersuchung zu unterweiTen 
und werden sicdi daliei als die schon im Artikel 57 erwiihnten Be- 
Hchrankungen der willkurliclien Constanten in den Reihen iho 

1) Vgl. Fabry^ Sur 1<‘K inb'graloH des (liflurentielleB etc., Thcise, 

1HS5. S. 47. 
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des allgemeinsteu Integrals o‘“*' Stufe lierausstelleu. Nelinien wir 
an, dass sie erfullt seien, dass wir also Lei Borecluuiiig dor Cocl'H- 
cienten von ■^a gemass (11) endliclie Werte erlialteu, so liisst sicli 
aucli die Convergenz von ipa folgeiidermasseu dartlmu. 

Setzen wir den ganzen Ausdruck 


(13) (“) Pi {x, ^„_i) + (^) (*, Vv.-!!) H 1- U', V'„) V (.r) , 


sodass (12) die Form 

(12“) P(a;, v) + l>i^) “ 

annimmt, so wissen wir aus Artikol 31, dass ciino Function v, wtdcho 
der Gleichung (12“) geniigt, aucli der homogouon Gloichuiig 


(14) 


dr 

■dx 


(Ip 

(Lv 


0 


geniigen muss. Die letztere lautet aber aiisfiilirlicli gCHchricbeu 
(14“) + ?;(«) (j)j); + - })„?/) 

H- 

_]_ — }>nP') = 0 . 


Dividiejffc man die ganzc Gieiclxung durcb jp, so konniit diene Funeiioii 
p imr noch in dom Quotienten ^ vor, der oino iimerluilb 1 1 eonver- 

gente, zu ciuem Expoiienten > — 1 gehbrige lleilie isi Mii Hiilie 
dieser Bemerkung erkennt man dann ohnc Weiteren, dans die homo- 
gene Diflerentialgleichung (14) oder (BD) bei x ~ 0 einti iStcdht d(‘r 
Bestimmtheit hat, sodass jedo ihr ronnal geniigendo in dm* 

Umgebung U von x = 0 auch convergiert. Eine solche lieilio isi aber 
denii wemi die Ooefficienten von ho beschaireii siud, dasH 
I\x,tp„) + p(x) : 0 , 

SO ist ja auch 


dx ^ ^ dx 


0 . 


Damit ist gezeigt: 

Ergiebt die Bercchnmg der Iteihc ip,, genms der Idmlital (II) vnd- 
liche Werte der (Joefficienten, so convergiert die licihe in der gansen Um- 
geJmng U des Punlctes x = 0. 

Es mag noch bemerkt werden, dass uur I'Ur diosen Convorg( 3 nz- 
beweis die Besekriinkung auf eine Stello dor Bestimmtheit erlorder- 
lich war. Im tlbrigen kann die gogenwilrtigo Untorsuchung, gcrado 
wie die von Kap. I und 11, far jede uicht wesentlich singulUro Btello 
x — 0 angestellt werden. 
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59, Hecursionsformeln der Heihen in logaritlimenbeliafteten 
Integralen. Zur wirldiclien Bereclinung der Reihe d. h. ilirer 
Coefficientenj setzen wir in (11) fur die ^ die schon in Artikel 65 
angegebenen expliciten Ausdriicke ein 


i'o 

w 




(») 


Ipo 




(O ) , 


wo der Suramationsbuclistabe Sj mit eiiieni noch zu bestimmenden 
Wert a anfangend, die Werte 

s = + Ij a + 2, . . . 

durclilauft unci dabei mindestens einer der Coefficienten 


^ 05 ; Ca f • • • j Ca 

von Null verscliieden sein soil, sodass das Integral (2) tbataiichlicli 
zu dem an irgend einer Stelle stehenden Exponenten a geliort. In 
dein Resultat dieser Substitution mtissen wir danii deii Coefficienten 
(dner unbestimmtcn Potenz von x gleicli Null setzen, um die Recur- 
Hionsfornicl zu linden. 

Wir wiililen bier Fur wie im Artikel G die Potenz 

, 

wo k uin eiue imbeHtiinnite gauze Zabl grosser als a ist. Infolgedessen 
wird der aus 

herrdhreiule ^Feil dieses Coeflicienten identiscli niit im Artikel G, 
weun, imui nur die c durch die orsetzt, also init 

wofQr wir zur Abkilrzung gelegentlieb scbreiben 

Jfjia • 

(PUr 6 0 ist Fka':r:-iFka zu vcrsteben.) 

Pei der Enuittlung des aus i\{Xj i) bernlbrcnden Toils des 
( Joeflicietiieu von x^' in (11) beiuerkeu wir durcb Verglcicben der Ta- 
bellen (9) uiul (lO), dass dieser aus l\x^y) gerado so gefundon wird, 
wie d(‘r von P^x/ipo) herrUbreiide Toil, wemi niaii nur 


lur y 

statt 

ll’ir 

: 0 

A. h. 

p 


: 0, 

fttr y' 

statt 

i',: 

it' 

A. h. 

}} 

^ A' cl"’ a;’- 



Hofftur, DifforentialgloioUungou. 


8 
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flir y" statt 

% , 

.r» 

4- 1 

' X 

d- 1>- „ ■ ^.s'(.s — l)c4'‘’.'c;'' 

: 

^ “ 

far y"' statt f7 


-',1- 4''‘ 1 '1 ■ 

d. li- „ 


(;.S'4-2}C',(" 

n. 

s. w. 


einsetzt, allgeinein 

iur ?/ 1 

statii : 


(-1/“'^';/^' 1)^ ^ 

m (i 2)! . 
(l) 4’..-^ 

., + ■■■441)’''", 


cl. h. statt N (.s — 1) . . . (.S' — I 1 ) 


2^6', (l.s'Cv 1) (.S' — 1 4- 2) 

-^(5) l!.s(.s-. 1) (s-A + ;i) 

-f- 2! .s (s — 1) . . (.S' — A -|~ '1) 

+ ( r'"""(J) (1 - 2)!. s’ 

+ e - l)!j . 

Nmi sieht man aus dicsSer ZusaiinnoiiHtelluag, da.sH unU^r (l(‘ia Hunim<‘n- 
zeiclien die gleiclie Potenz. von x recliis immer mil eiuem a luii dnu- 
selben unteren Index wie links, bei dean nur drr obenuj ]ii(l(‘x {(f) dundi 
(cf — 1) ersetzt wird, multipliciendi isii und juiHS(n-(I(‘iii niit, eiiua* ganzeii 
Function von s, wclclie die erste Ableitung derj(‘nig<‘n isi, <lie links 
mit dem entsprcclienden c niultipliciert isi Dies ist in (bai vi(‘r erstivn 
Zeilen der obigen Zusammenstellung evident, und man veriiicieri l(*icht^ 
dass aucb 

1)...09«^A+ 2) P ( \y --‘(A 1)! 

l :- — 1) . . , (s — X + 1 ) 

ist 

Hieraua folgt aber, dass der aus berrUlirende Toil 

der gesuchten Recursionsformel aus dem von '(/;„) herrfihrtmden 
Teil entsteht, indem man einfach die durcb die mit gleicheni 
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unteren Index verselienen und die ganzen Functionen von s 

aj,s ■ durcli ihre ersten Ableitungen nacli 

,/ 

== ds ’ 

ersetzt. Der aus (x, fpa—i) herriilirende Teil tier Recursions- 

fbrmel ist daher 

(]l) i + “ • • + CCkkC^k 

Da wir nun im Anscbluss an Tabelle (10) bereits bemerkteii, 
dass l\(xj V'o— 2 ) Jnis Pi(Xy geradeso hervorgeht wie Pi(Xj ^ 0 — 1 ) 

aus P{Xji)o), n. H. w.; so folgt^ dass der aus (^fj P^ix^ herrilli- 

reiide Teil, d(‘S Coeflieienten von x^' in (11) 

wird, werin 




(Pa^ 


A- .S' 


ist. Bildcn wir so scbliesslich den vollstiindigen Ausdruck des Cocf- 
(icient(vn von x^' in (11) und setzen denselben gleicb Null, so erlialten 
wir als llecursionsformel fiir die Coefficienten der Reilie ifjff die 
Forniel 


(If)) 




Pk(\ * " -j» . . 


. + 1^ 


Id, 0 

k u 


-f* ^^4-1 1 + ^^'kk<k^ 

+ (;j) + <^4, akk(^k 

+ * • • + o^kh'k 0 

odor kurz gesclvrieben 
(15^) 
wenn 

Da al)er s nur die Werte 

s a j DJ -f" I , (j; , 

annimint, kann man aucli sclireibcn 

c;.) 

, X ^ 

tin’ dec 

8 ’®’ 


///"> - 0 

"* k it ' ' ; 


W/ta 


it a, 

(it 
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was den Vorteil bietet, dass alle flS (s = «, « + 1 , • • •) nvuimebr als 
Ableitungen nacli ein uiul derselbon (Jrossc cM-scbeiiion. Fasst man 
dann symbolisch aucb c® als A*" Ablcitung von A, nacli « aui; ho cr- 
scbeint der ganze Ausdruck Hymbolisch als dor Dillormitial- 

quotient von Fka nach cc. 

Da nun nacli Art. 50 ans dom Integral (<; + 1)*'"' i^tuto y In- 
tegrale (ff— 1)*“, • . 2‘“% Stvilb horvorg<!lion, in donon bozw. 
tpa-i, • • •; logaritliiuenfroicn Toil Inlden, so besitzmi 

wir mit (15) gleiclizoitig die ItccurHioiiHronuoln dor vorlior als sidion 
bekannt vorausgesetzteu nbrigeii lleihou in dom Intc'gral (<; -j- 1 )*■'' 
Stufe und konnen dalior das Eosultat ans.sitnadum: 

Die Iteihm ipi (A = 0 , 1 , . . ff) nncn su a yrhoriyc.n Jnlriirals 

(6 + !)*“• SUfe 

y E.~: il„-l log S'. + >1^0 log";!.’ 

(j) log ^ 1 ■ log"./' Vr,.r’ 

folgen hem. den liccursiomformeln 

7/W = 0 g.-o. 1 

WO 

■ F/ca ■ + <h-, | 1 " ] 1 

der in Artikel 6 gcibildete Ausdmek id nnd 

' Alt 

aus Fka diirch cinCj in Jkmg auf die a nur symlmliseJie^ durvh Aarnte 
angedentete X-fache Fi/Jerentuition nack a hervorgehL 


60, %ng0h5rigkeit logarithmonbohaftotor Intograla bu. clan 
W'arzeln der determinierendon. Gloiolmng. Hihlc^i man die Ilct ur 
sionsformel (15) fur k « a, ho rcduciart Hiali dicssalha auf 

(16) a„„Ca' + [- ■“« 0, 

wo aaa die zu ic «=» 0 gehorige determinierende Function^ a^a j edtn i • • * 
deren successive Ableitungen nach cc sind. Daa Integral (2J Hollte 
nun zu dem an irgend einer Stelle steliendeu Kxponenten cc wirklich 
geboren. Stebt dieser an orster Stelle, so sind also 

=j=s 0 , Ca^ xsss esaa . * . =b= () *, 

folglich muss dann nacli (16) aaa E-: 0 sein, d. b. der Kxponent a 
muss eine Wurzel der zu a? »= 0 geborigen detenninierenden (11 ei- 

ebung sein. 
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Gehort das Integral (2) dagegen zu dem aji Stelle stehenden 
Exponenten a, so ist 

(17) 4= 0, = . . . = = 0 . 

Bildet man also in diesem Pall das durch (y — l)-faclie Differentiation 
nach u eee log x aus y hervorgeliende Integral 



cr (c? — !)..((? — y +2) 

ipo-y+i + 1 4’o—y log aj H l-iPo logo-i'+ia; , 

SO geliort dies wieder zu dem an erster Stelle steRenden Exponenten 
a. Die der Gleichimg (16) entsprecliende Gleichung lantet 

(16‘) + (« - y + 1) + ■■■ + = 0 

und erfordert in Rucksiclit aiif (17) abermals das Verschwinden von 
a^a. Bildet man alsdann das durcli (y — 2)-faclie Difterentiation aus 
y entatehende Integral, so lautet fur dieses die den Gleichungen (16) 
laid (16*^) entsprecliende Gleichung 

(lt)‘‘) ClticcCa “f* ^ . -j- aLa = 0, 

welclie in Uiicksicht anf (17) und das aus (16*'’) gezogene Resultat das 
Verschwinden von a[xa erfordert. So weiterschliessend erkennt man, 
dasB, wenn y zu dem an y*^^ Stelle stehenden Exponenten a gehort, 
die Gleichungen 

Ct^xa 0, (Imt ^7 • • *7 G 

tu'lilllt soin mussen, d. h. dass dann a mindestens y-faclie Wurzel der 
zu X « 0 gehdrigen detenuinierenden Gleichung seiu muss. 

Wir haben also das Eesultat: 

Wenn das Integral 

y : log a; + • • • + log'^a; 

x-’n dem an y^**'’ Stelle stehenden Exponenten a gehort, ist a 7nindestcns 
y- faehe Wurzel der za x — 0 gehdrigen dclerminicrenden Gleichung. 

Dass umgekehrt bci einer Stelle der Bestimmtheit rt; = 0 zu einer 
y-fachen Wurzel der determinierenden Gleichung y linear unabhangige 
Intograle gehbren, bei denen dieser Exponent bezw. an der 
2^'’“, . . . , y*^*^ Stelle steht, wissen wir bereits aus dem vorigen Kapitel 
(Art. 49). 
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61. Berechnung der Reihencoefficionten aus dor Rocursions- 
formel. Wu‘ habeii nunmehr zu untersuclieii, in wclchor Weiso aicli 
die Coefficienteu 6"'^ aus der Recursioiisformol (If)) Ix-reclineii, woiiii 
wir die samtlichen Coefficienteu 

c, o', ) 

in dem allgemeinsten Integral Strife wioder ala bekaiuit voraua- 
setzen, insbesondere , ob bezw. unter woiclion uotvveudigou mid liiii- 
reichenden Bedingmigen sicli endlicbo Werte fiir dieaelbou ergoben. 
Hierinit steht daim nacb Art. 58 die Convcrgenz dor Keilio iu> teat. 

Wir bemitzen dabci dieaelbcn llezeiclinnngen wio in Kap. 11, vcr- 
stelieu aber unter a jetzt gleich die Ideinate Wurzel (n) fior ganzen 
Gruppe g, sodass 

a{^n), /'i) 

die siimtlicben von eiuaiider verschiodcnen Wurzcln dor ganzen Gruppe g 
sind. Bildet man dann die llecursionsformel (15) flir /c = « -f- 1 , 
a + 2 , . . . — die fiir 7c = a entstebende Gleichung onthalt ja infolge 
des Verscbwindens von gar kein d“'> — , so fllhrt von dor fiir 
]c = V 1 gebildeten Gleichung an jede eiu neues ein und zwar 
multipliciert mit einem von Null verschiedenen CoeHicienten. ErgiebI, 
also das vorangehende endliche System von v — a Gleiehungi'ii I'iir 

J'O S") 

^ U } ^ I ; • • • ; ’ r — 1 

niclit nnencllicli grosse Werte, ao gilt tliiaselbo von, allcMi iiach (l(*iu 
Yollig willkilrlich bleibenclen folgenden wiu wtufc man auch 
gelit. Wir liaben also nur die Hecliiigiuigeii dulTir zu siudien, dasH 
jenes System der v — a Gleicbungou seinen Uubekaunten koine an- 
endlich grossen Werte erteilt. 

Fiihren wir zur Abkiirzung die Bezeiclmuug 


ein, sodass die 7i* linear und liomogcn in dou als bekaniil. voraius- 
^ gesetzten Coefficienteu von sind, so lautet jones 

Gleichungssystem 


(^) 


1 , j 4-* * 

\ hy == Cl/vaOu^ 4" 4- • • • 


+ (h^ 

4- » 


u 

P-.,! C 


,(<0 

P-.«I 
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und mitersclieidet sicli also von dem System S oder Sav im Artikel 12 
nur diidurcli, dass an Stelle der c die und an Stelle der Nullen 
linlcs die h getreten sind. Wie wir aber dort nacli den Bedingungen 
Iragteii; unter denen iiicht alle c, insbesondere Ca, Null sind, fragen wir 
jotzt, unter welclien Bedingungen die cP'> , und iswar zunachst Ca \ nicht 
uncndlicb grosse Werte erbalten. 

Dio Determinante des Systems 21 oder ist dieselbe wie die von 
N oder Bar, namlicli 

•Bar ~~ B(x p y • . . r 


und daher 4“ wenn ulle Determinanten B^y, . . . B/,,=^ 0 

sind. In diesem Fall liefort also 21 nur endliclie Werte der samt- 
liehen Dnbekanuten, und wir sind schon am Ziel. Im entgegen- 
geaetzten Fall, der also insbesondere dann eintritt, wenn zu einer der 
Wurzeln a, ein Integral erster Stufe gebort, mtissen wir noch 

gonauer aiif das System eingehen. 


Die Coeflicicnten 


J'O 

I ; va:-4-2 ; 




ei 


konnen 


luir (lat,ui uiieudlicli werden, wenn einer oder melirere der Ooeffi- 
cienten 


; 


('fi f 


M 


uneadlich werden; denn je.ue sind lineare Functionen von diesen und 
don endlielion Grossen ~h mit endliclicn Ooeflicienten. Es koniii:^t des- 
luilb lOr unsere .Frage nur auf die Werte dieser letetcreii 6'^") an. Zu 
ihrer Ilereclinuiig kbnneu wir das System 2J wieder durcli ein aiideres 
orsetzeu, welches nur nocli die Unbcdcaimten , r//c^ enthlllt 

und I’ilr ilire Werte dem System U aqui valent ist. 

Zu (lein Elide verlalireu wir geiiau wie im Artikel 13. Fiir das 
Toilsyntem 2j]f^ oder 






I' 


lOo’ 

jiae 


besteht die Identitilt 


(i«) 




JL 

(i n (^4-2, (tf ~r 




HodasH, w(mn man noch zur Abkilrzung 


setzt^ aus dureh (Jomposition dor eiuzeluen Gleichungen mit 

th /V, . . 4';/ 

(ID) .//.<y==c[;'^I>«y. 


Da aber j 0^ Iblgt iiueh urngekelirt aus 



120 


Kapitol VIII. 


I Cl. 


= ( 111 ) 

(lie Gleicliung 

Ilf = F'^fl . 

Das Tdlsystem 2a § ist daher dem System aqiimilentj welches aus 2,,^^ 
entstehtj wenn Gleichung ^ dttrch (19) ersetd wmi 

Indem nian nun in dieser Weise gtvtiau wi(3 in Ariikel 111 weittn*- 
scliliesst, gelaugt man m dem Resultat 

Filr die Wertc der Coeffidentcn 6‘lf , , • • • ; ^ 7 ^^ das Hysfem 


'l:faf = C^:^l).,f 

Ihy = 







allein dem System 2 ctquivalenL Dabei sind wio aucli Hay, . . Jlay 
linear und homogen in den also linear nnd homogen in den Goaf™ 

ficienten der Reihen ^q, 

Von dem System (20) behalten wir nun die erste Gleichung, die 
nur noch Ca^ enthalt, (19), zurilck und kntlpfen an die Ubrig bleil)(iu- 
den Gleichungen dieselben Betrachtungon wio vorlier an (li(3 uiumd 
liche Reihe von Gleichungen, die die RecurHionHlbnuol (15) Hnlerlt*: 
Sind in alien folgenden Gleichungen (20) tlit^ hd'/it'n G()onici<»ntnn, 
d- h. Diifj Dyj,. . 7)^,. =4^ 0, so drllck(‘a aile (lies(3 (ileir.liungou nur 
6‘y , 6'jr durch und die endliclieu Grosseu // aus; ftlr dtm 
Wert von 6*^^ aber ist dann 
(19) 

allein schon dem System 2 aquivalont. — AndernrullH sri (‘iwai 
von D^^v uus gereclmet die ersto der DeUirminauien 
(lie verschwindot. Dann lilRst man (li(^ leizitm di‘r Gknchungtni ( 20 ) 
nach der mit endigonchin eiufat'.h W(‘g, vvril sie nur die in ihum 
neu aiiftretenden cO) durch die vorangehcniden und durcli dw // inis 
drilcken, und hat danach zwischon den IJiibokannttm 

cin Gleichungssyatein 2\ das dem System 2’ geiiau analog gidmui 
und demselben lur die Wertc dieser Unladvaimleu zuHamimm mi! ( 19 ) 
aquivalent ist. Mit 2' verfaliren wir nun genau wie vtirlntr mil 2\ 
erhalten also eino nur 6*[f enthalteiuhi Gleichung 

( 19 ) ir ^ I}\ 
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w. ganz analog wie in Art. 14. So erhalten wir scliliesslicb das 
hungssystem 

H' 

€S nur nocli enthdlt, aher fur dessen Wert dem System E aeqiii- 
t ist Die Grossen D recRts sind in bekannter Weise aus den 
inten Grossen ajcs zusammengesetzt, die H links sind linear und 
>gen in den Coefficienten welche in den Reihen 

illgemeinsten Integrals Stufe auftreten. 

Die Gleichungen (21) ergeben uns nun unmittelbar die notweii- 
L und kinreichenden Bedingungen dafiir, dass c^a nicbt unendlicli 
Sobald namlicli in einer dieser Gleickungen der Coefficient 
recbts Null ist, tritt als Bedingung das Verschwinden der 
3er linken Seite stehenden Grosse H auf. Die gesucbten Be- 
ingsgleicbungen, die wir kurz mit Ba bezeichnen wollen, ergeben 
daber als lineare homogene Relationen zwischen den Coefficienten 
ileihen in dem allgemeinsten Integral Stufe; es sind also 
hungen, denen die in dem allgemeinsten Integral 6*^^ Stufe ent- 
nen willkiirlichen Constanten genugen mtissen. 

Die eventuell librig bleibenden der Gleichungen (21), in denen 
Coefficient von Ca^ nicM Null ist, zeigen dann gleichzeitig , ob 
lotwendig den Wert Null erhalt, oder eine bestimmte lineare 
)gene Function der Coefficienten c, c', . . ., wird, die nicht 

jedes Wertsystem der unter diesen willkurlich bleibenden Null 
— Sind in alien Gleichungen (21) die D rechts Null und die 
IS entspringenden Bedingungsgleichungen Ba samtlich erfiillbar, 
ird also durch das ganze System (21) und folglich E gar nicbts 
Ca^ ausgesagt, und bleibt somit willkurlich. Das Verschwin- 
dieser samtlichen D in den Gleichungen (21) stellt aber nach 
:el 14 (12) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafllr 
dass zu a{^rx) ein Integral erster Stufe gehort. Nur in diesem 
also kann auch dann noch willkurlich bleiben, wenn schon 
alle willktirlichen Constanten in 'ijjQ . . .Tpa-^i verfiigt ist. 

Bei dem tlbergang von dem urspriinglich vorliegenden System E 
m Gleichungen (21) sind allmahlig samtliche Ca+i; Ca+ 2 , • • 
efallen, aber auf zweierlei sehr verschiedene Art. Die einen, weil 
iich zufolge dem System E oder einem der spater auftretenden 
3 me nur durch die vorangehenden und die bezw. H aus- 
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driiekten, soclass sie nur imendlicli werdeu kdimca, wenii eiiien diower 
vorangelienden unejidlich wiirde. Dio aivdoni, — wio 6'/"l in dciu 
urspruoglielien System, — iudem sio in eincni dor an Stellu von 2J 
tretenden Systeme erst in der lotaton (ileicluuig anftrolani komiton, 
durch Verschwinden ilires Oocfficienten tlniisilclilicli abor von Holb.st 
aus dem ganzeu System ausfalleu. Jfiesc Idslemi blcibcn dahvr 
vbUig wiUMrlicJi. (Dies ist ubrigens ancli von andoror Seito her oin- 
leuchtend: diese sind ja nacli Artikel 15 gorade niit doinHclben 
Index behaftet wie diejenigen c dort, welclu! aucli bei don Integralen 
erster Stufe willktirlicli bleibon, also aiicli als Anl'ang.Hcoonicienten von 
reibenformigen Integralen anrtrotcn. Adiliert man abor zu einem In;- 
liebigen Integral (o + 1)*^* Stufe 

y ^ + (“) <(>„_iloga; -} 

Integralo erster Stufe, die luit willkiirliclicu (Joefiicionton anfangen, 
so Iiat man immer iiocli ein Integral (0 + Stale, in welclieiu hvi 
'ijja eben jene namlichen Ooefficienten willkarlieh sind.) Wir sohoii also 
aus dieser tFberlegung, dass von den CoeCficieuteu 
einige willlmrlich bleiben konnen, alle ilbrigen sich linear und liomogi'u 
durch Ca\ durch jene willkurlichcn imd durch die h bezw. JI aus- 
driicken, sodass, wenii Ca^ nicht unendlieh wird, juieh kein andi'rcs 
dieser unendlieh wird. Die Bedinguiigen ./>„■ sind d(unn;i.eh seliuu 
die filr unsere gair/e Frage notwendigeu und hiurtucduunhui. Sind 
dieselberi nicht erfilllbar, so gicdjt es also kein Intt'gral der ((;«(» !)*''“ 
Stufe in der betraebteten Gnippe. 

Die Ergebnisse dieses Artikels fa,ssen wir {blginubTinaHsiui m- 
sammen. 

Die nokvendigen und hinreichendnh JkdhKjuiKjvn l>„ d(tlTa) {lass r/Ze 
Itecursionsformd (15) fur die Co(d'firirnlru der lleihe il\f endlkhe Werie 
liefertj crgelen sich aus dm (Jlcichmu/en (IM j und sind (Urirhiingvn^ 
deneii die iviUldlrlichen Constanten des (tllgemeinslen Inie(jrals (f'*' Htufe 
untenvorfen werden milsscn. Dann und nur dann, ivenu dieselbeu erfiUk 
har sind^ cxistiert ein Integral (cr + l)^*''' Hlufe, Die aneh ^larh Verfugnng 
uher alle willMrlichen Constanten in noch tvillkiirUch hlvibvn^ 

den Coefficienten von 'ipa sind mil dvnselben Potenzen vtni x miilHplkkrt 
wie die wilMlrlichen Coefficienten eines logarithmxnfrekn Integrals, Alle 
anderen Coefficienten von tpa sind linear mid homogen durch diese irill/cHr- 
lichen und durch die Coefficienten der lidhen ^^ 0 , , . . . , , i aus- 

gedriichL Die so besiimmte lieihe ipn ist in der garizen Umgehimg (f des 
Punldes x = 0 convergent. 
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J3* Das allgemoinste Integral einer Grnppe. Nunmelir sind wir 
esitz aller Mittel, urn die allgemeinsten Integrale der einlzelneu 
X, eudlicli das allgemcinste Integral dcr ganzen Gruppe wirUich 
itelleu. 
ils sei jetzt 


% 


'■ 





UIgeiueiiistc in die Gruppe F gehorige Integral erster Stufo, 
os man nach Kap. I, II, III erniittelt hat. Die Coefficienten 
linear niul houiogen von etwa derselben abhilngig, die willkiir- 
jlciben (s. Art. 15), vuid die wir durcli die Zeiclien 

// // /Y 

^ -^01 7 ^12 7 • * ; ^ 

tiers liervorheben wollen. Infolgedcsseu giebt es genau linear 
uingige Integrale orster Stufo uiul niclit melir. Giebt man nlim- 
len willkilrliclien Oonstanten der Rcihe nacli die Wertsysteme 

1 0 ... 0 

0 1 ... 0 


0 0 . . . I, 

liillt man linear luuibliiingige Keihen, woil sie alle mit ver- 
Itvneu Exponeuteu begiiinen. Melir als kbnneu aber niclit 
eren, weil soiist eino lineare homogeno Vcrbintlung derselben mit 
(irliclien Goeflieieuten melir willkilrliclie Oonstanten eiitliielte als 
.llgouKsinste Integral erster Stufe. 

[st also *== so besitzeii wir in (22) bercits das allgemeinste 
ral der (Jruppe Pj woil diosc A linear unabbaiigige Integrale be- 
(s. Art. 48). 1st dagegen < A, so muss es nocli Integrale 
er Stufo geben: 

Vi " ' 4’n + tu, log OC ^ c'kX'‘ + log a; ^ Ckx’^ . 

(/) ik) 

;liese zu bereclineii, setzen wir in 

• (^kuCu -f- - * • -J- 
+ (ha(^a 4 “ * * • + (hk^k — 0 

lie 6* tlie Coeflloienten von aus (22) ein, erlialteii dann die 
igiuigsgli*icliiaigeu i)\ clafilr, class sicli fiir die c endliclie Werte 
)on und besidirilnkeii tliescn (lleichungen gemilss die willkilrliclien 
tauten Coi; . . (Jov,^ von was sicker mbglicli ist, okne dass 
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alle Cq «= 0 gesetzt werderi, da es liitograle 2^"*’ Stule giebt. Es mbgen 
clarnacli von jenen willkurlicben Oonstaiiten in nocli (0 < 
willkurlich bleiben, die wir init 

On , Oiv^ 

bezeichnen. So entsfcehfc auB dio in (2)i) wchon niit bezoicli- 
nete Reilie, in welcber saintliclio Ooenicienteu linear and linniogen 
von den willldirliclien Coefficicniteu (' ll . . . (\r^ abbilngcni. In der 
Reihe aber bloiben nacli dem vorigen Artikol (Ii(^ nnd nur die 
Coefficienten willkilrlicli, welclie zugleich iiLs AiifangBcoeflieiealen in 
Integralen erster Stufo dienen Icbimeii, unci die wir d(*HbaIb wiedc^r 
mit denselben Zeiclien ( oi . * , Cm-, belc‘geu. Die (locdTHncvuten von i/'u 
im allgemeinsten Integral zweiter Stale sind also linear and houiogeu 
von den willkurlicluni Constanten 

Cot; ( {)‘2j - • •• Coi'io CVij • • *; (\l\ 

abhilngig. 

Goben wir alien Constanten der ersteren Itoibc ( oi . . . Co,., den 
Wert Null urul den Cn . . . (Av^ verschiedeno Wertsysfcenie, dereu 
Detcrminante =f=() ist, z. B. die Wertsystomo 

1 0 . . 0 
0 1 ., 0 


0 0 . . 1 , 

so sind die Coefficienten von log x’ in dcni Inic'graJtai and damit 
die Integralo selbst liruair uuabliiingig. Wir (udiallcai also dadureh 
linear iinabhangige Integralo zweiter StulC; clurcdi wtdelu^ sicth uuier 
Hinzafiigang von Integralen erster Stale jculoH Inii'gral zweitca- Siulb 
aasdriicken lilsst. Da aucli die v^^ Integralo erBlcu' SI ale and di(‘st^ 
Integrale zweiter Stufo zusamnion liiuiar unabhiingig Hind, w(‘il e.beu 
ehie linearo Relation zwischen Integrakai verseluediaaa* Siuftai in lit*- 
kitionen zwischen den Integralen dia* (nnzelneu Stulen zcnd'alleu musN*) 
mid solche auBgescjlilosHen sind, ho bcHilzen wir jcjtzt ini (Janzen 


linear miabliangige Integralo. 

Ist =3 A; so erHchoplen wir niit don Inirgrabai cu'Htor 

and zweiter Stufo bereits die gauze (irupjic /^* andtaailallH inusH «*s 
noch Integrale dritter Stiife gebeu 

(24) 2/^, - : -f \ogx + log*::r 

^ log (i + logCt;^*^ n . 




ik) 


1) S. Anliaiig, Zu Kap. IV. Satz 6. 
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rer Beroclinung liaben wir wieder fur und zunachst die 
a mid einzusetzen und die Recursionsformel 

k; = o 

{eHiiinamiig der Coeflicienten Ck von ^ 5,2 benutzen. Daniit 
Ooenicionten endliclie Werte orlialten, raiissen die Bedinmings- 
uagcm J/y erriUlt werdcn, welclie linear und hoiiiogen in den 
irlichon Oonstanten von und d. h. in 

an... a,; 

Uiu daa Letziere liervorzuheben^ sclu-eiben wir fiir den Augen- 
die ayinboliacUe Bezeiclmung fur dieses Gleicliungssystem aus- 
dier in der Form 

ist 

7^,(0, 60+7;, (6;,0)-Ji,((7,,, 00 , 

die linken Heiten d(‘r Gleicbungen Jig lassen sicli als Summen 
wei (Jliedern diirsiAdlen, in deren einem die samtlicben Ooi.-.Coiv? 
'en and(U’ein die ailmtlielien (Ja . . . Null gesetzt sind. 

. man aber in samtlicbe On . . . Civ, gleicb Null setzt, so ist 
He. IIcuIhi identiseh Null, und die filr 2/2 angesetztc Form reduciert 
luf die eines Integrals zweiter Stufc. Folglich miissen die Glei- 
;en mit den Bedingungen Ji^ identiseh sein und fur sich 

' werdm. Damit dann aber die Bedingungen Ji^iGQjCf) eriullt 
milHBen die (/u.-.C!,-, also den Bedingungsgleichungen 
;en, in denm sic allein auftreten. 

)ass die Gleicbungen {({^^ 0) : B^ von den Oonstanten Goi • . . Cov^ 

ie mit (jn . . . Givj^ bezeiehneteii willkilrlicdi lassen, wissen wir ja 
8 aus der vorangehenden Betraehtung. Dass diese 0 gerade in 
a allgemeinsten Integral dritter Stufe willklirlich bleiben miissen 
nur diese, erkennt man aber auch in anderer Weise. Die 
.(Jir, Bind ja die willkurlicben Ooefficienten in der mit logic 
[dicic^rten Reilie des allgemeinsten Integrals zweiter Stufe, welches 
zu dem allgemeinst(*.n Integral dritter Stufe liinzufugen kann, 
dieses zu ilndern. Es konnen aber aiusser 6u . . . Giv, keirie 
tm (Joeriicienten in xp.j,^ willkurlicli bleiben* denn macht man in 
ullgmmnnsieu Integral dritter Stufe Nullsetzen seiner 

’Irlichen Ooeriieienten zu Null, so bleibt ja ein Integral zweiter 
, bei dem die mit log x multiplicierte Iteibe nicht mehr wilF 
!he Coenicienten enthalten kanu als beim allgemeinsten Integral 
Br Stufe, 
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Die Gleicliungeii GJ iiiusscn nun orfullbar Boin^ olme claBs 

Cii=== Ci2 ‘ gosetzt wird, weil sonst. gar kein Integral 

dritter Stufe existierte. Es inogen ctwa t\, von ilinen willkUrlicU 
bleibeii; wo 

0 < < Vi , 

walirend die ilbrigcn linear iind lioinogon durdi sie a.uHdriic.kl)ar sind, 
Diese Coefficienteu in bezeiclmen wir niit; 

Die Coefficienteu von sind daher linear luid honiogcui in den will- 
kiirlicli bleibenden CoefHcionten dic^sor Ueilie (!u . . . und in den 
G21 . . . 627'a- Von deu Coefllcienten von 'V\»o '>kul)en willkilrlieb, 

die wir wieder mit den Zeichen 6bi...Cbi'„ belegen, walirend alle 
ilbrigen linear nnd lioniogen durcb diese, durcli die Cn . . . Gi,., nnd 
durcli die G21 . . . (hv^ auagedriiclct sind. 

Setzt man in dem allgcmeinsten Integral dritter Stufe ( 24 ) die 
G^ und die ({ ~() und giebt den. G21... G^,,^ der Roilie nacli die 
Wertsysteine 

1 0 . . 0 
0 1 .. 0 

0 0 . . 1 , 

so hat man linear unabhangigo Tntegrale dritter Si.uiV, durcli VJ^ele.lu' 
tinter Hinzmiahme von Integralen zweiter und (‘r.ster Stule jrdrs In- 
tegral dritter Stufe ausdrilckbar ist. 

So gebt man weiter, bis die Zahl der linear unabbiingigini In- 
tegrale in der ersten, zweiten, dritten, u. s. w. Stule zusaninuni dmi 
Wert >l erhiilt. Man nidge so zuletzt zu Integralen (/•-[- 1)^*'*’ Stule 
gelangen. Ist dann 

( 25 ) yi ~ iJii + /. .1 log^ -j- . . . -j- log^'r 

das allgemeinste Integral (i+l)^'’*" Stufe, so sind 


in 

^10 

die Coofficienton Cu , 

• ■ -7 

in 

'•I’n 


7; 

' • ' 0’^.. 

in 

i’ll 

7) 

77 Go t , 

• • *7 ^ ' 0 >v, 


willkurlich; nnd in jeder der Reihcn sind alle ilbrigen Coeflicienten 
linear und homogen durch die in ihr selbst und den mit lidlieren 
Potenzen von log ^ multiplicierten Reilien entlialtenen willkiirlichen 
Ooefficienten ausgedruckt. Da -{ 1- ho besitzen 
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ti (lem allgemeinsten Integral (I -{- Stufe zugleich das all- 
mte Integral dor gaiizen Gruppe F. Wir erlialten daraus die 
neiiLsten Litegrale der niedrigeren Stufen, wemi wir samtliclie 
v/M, aiieli nocli s;lmtliche Oz-i u. s. w. gleicli Null setzen. 

\IVir koiincn dalier das Ergebnis dieses Artikels dahin zusammeii- 

i : 

In (km all(j(mieins[m Tnkf/nil (kr Gruppe F 

iji " - iku + (i ) i~i log •'5? H h log 

die (h(il)ki(mi(m. jeder Jteilie 'ip Uncare homogcne Fundionen der in 
nd in (kn foUjernkn llcihen willMirhkh Ueihcnchn Cocfficicnten. In 
eUwn ivillkilrlklh die (hciffic/ienten Coi . . derjcnigen Votenmi 
die Anf(in(jsp()t(m!3(ni von Inlegralcn erster Stu/e sein Icmncn^ — 
(He 7^1 Coef/ieknHm' (Ja . . . CV,-, derjcnigen Fotemen von die 
mjspotenmi der mU log x mitUipUcierlm^ Itcihe in Intcgralen meiter 
sein kdnnenj u. s. %v. Fur die Zaklen beskht die 

hung 

'Fj > >0 

lie (ilci(F}V}(g 

+ 7 /^, -f . . . + 7 /z -= A . 

IJJ{. Eolgomng aus dor BooursionsformeL Aus der Gestalt der 
rsionsrornud (15) konnen wir nunmekr nocli cine iuteressante 
‘rung zielien, die von erheblicliem Vorteil fiir die praktische Ee- 
lung d(‘.r ]l(‘ili<ui in bigaritlnnenbcdiat’toten Integralen ist. 

In (bun allgcumiinstiui Jnt(‘gral (for Grupjx^ F 

111 tl'ii -[• ('I) h'-' log^- H 1- ipin log'a;, 



(A’) 


• Q ^ '/ 


0,1, . 

. 0 


11 di(^ (!o(‘flic.ientt‘n 

CrjlP 

(r; * 1 ? • * 

* J 


/ 

CrjlP 

(‘rx-i-t? • ■ 

• ? 



Crx-l^lp . 



ti licrttcliiH't. sciii. Dit's i.si in den beidcii voraiigelieiicleu Artikelii 
Ihrlicli cntwickclt, worden und erfordcrt uur die Auflosuiig einer 
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[(» 3 . 

endliclien Anzalil von linearen Gleichnngssystcmen, clercui jedea cine 

endliclie Anzalil von Gleichungen entlnilt. Untcr den . Cr^ nind 
vi willkurlich, die mit 6a, bezeiclmet. warden; die (ibrigcn 

siiid lineare bomogene Punctionen von dioaen. IJnter den , . . . . (-v, 

sind vi^i willkurlich, die mit 67-.1, ,.j bezeielun^t 

wurden, wahrend die ubrigcn lineare hoinogene J^'unctionen von 
diesen and von Ca . • , Giv^ sind. U. s. w. 

Nun bilden wir die Punctionen der nnbcstimmlm Grdase a 



Ca{a ) - ‘ 

::: Cr^ “f* H) “f* Cr-^ ^ , 4“ * 

"1 frx 1 

j 

(2G)' 

6Vi(«);- 


+ 4, . ‘“7: 

[ 



^ ^'V, -h (« — ■ ^'i) 


r,y 

J 


setzen diese bezieluingaweiKse Inr 
in die liecursionsforniel 

mit unbestinnut bleibendeni a ein und berechnen dann ana diea(‘r, 
wenn sie fiir /o = o! -f ~ n + 1, a + — n + 2, . . . g(d)ild(d wird, 

die c mit diesen Indices, filr die wir aber aucli die Hezcdchnung 

beibehalton. Die mit diesen C(j|^l*ficienten gebildete Reilu^, ulxir dta'caii 
Convergenz wir natiirlicli niclita wiasen, bezeicliinm wir durc.li 

( 27 ) a) ^ Gk{a)x^ {k- ut, <r.i 1, . . .) . 

(A') 

Zunachat erkennt man leicht, daas 

(28) rx) :.^ 

Denn setzt man a = rx, so wird nach ( 26 ) 

(2J) Gr2^{Tx) ■ . Cr^ , Gr;^-l-l(t'2) n. -- 6r^(r;t) C,., ; 

alle folgenden Gk{c() sind aber durch diese - rx + 1 vorangcdmn- 
den vermittelst derselben Gleichungen auagedriicki v/h die Ck durcli 
sodass allgeiueiu Ct^n) ■. _■ cu. 

Durch Differentiation der Coefficimtm nach a erhiilt man auH 
ip{x,a) die Reihe 



(Arssa a, a 4. I, . . .) . 
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Setzt man aber hierin wieder a == n, so wird 

(30) ^ Gk (n) c'kX^ ~ ^,,1 (a;) ^ 

Ur, 

wenn 

/nr \ p.. 

Ci (?;.)= fur a = r, . 

In cler That, iiach (26) ist zuniichst 

(31) = C,;^ , Cr, + i(r,) = c'rz + l , ■ - • , Cr^ = Cr^ . 

Ulu aher ein heliebiges Cx (a) zu finden, hat man die Recursionsformel 
Fka = 0, gebildet fiir die (?*(«) statt a, nur nach a zu differenziereu. 
Dies ist jetzt nicht bios symbolisch moglich, weil alle Cj.(a) Func- 
tionen von cc sind. Die aus der diiGPerenzierten Recursionsformel fur 
r, — n-\-l fliessenden Gleichungen geben uns die Werte 
der ersten Ableitungen der Ck{a) von (7a'+,.,_,^+i(a) an. Da diese 
Gleichungen aber mit denjeuigen fur die 4 identiscb sind und filr 
a = n die Identitliten Ci(n) = und (31) bestehen, so wird in der 
That allgemein fur jeden Wert von 7r 

Oi (>';.) = 4 . 

Genau so beweisH*man die Identitiiten 


2* Ck{n)!F ~ i>,, (x) 

(^•) U') 

2 c;'(n)** cr# = ^.3 ( f ) 

\ (A) ik) 


^CP(rx)x^ eE^ EE ipu(x) , 




(k) 


Wir sehen also, class die Reiheu ^/o? in dem allgemein- 

sten Integral der Gruppe aus a) entstehen, indem die Coefficienten 
dieser Reihe bezw. 0, 1, 2,.. .?-mal nacb a differenziert werden nnd 
darauf a — rx gesetzt wird. Beacbten wir aber, dass die Reilie a) 
ausser in den Coefficienten aucli in den Exponenten von x von a ab- 
liUngt, dass 

-T— = log X 

/7/v ^ 


i.st, und dass man 


a) 


^2' 

(k) 


or («) W'= 0. 1 . 2, ; . ) 


I-I G f f 1 0 r , Difforentialgloichimgen. 
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setzen kann, wo die Expououtcn von x in dor Suinmo jol/.f, vcm k 
unabhaugig sind, so folgt 

[ W (*; - 


(33) 


a) 

(Icc 

' dcc “ 






fii + 

iu)i + “I ^/'/o ’.#• 


{ L {)a^ » a 



I log*r -»[- • ' • + ijuii lt)g^r . 


Wir erlialtoii tleiunacli (lurch /-riujlio Dinereuiiatiori dcu* Ktuhc* ‘tU'^ts) 
nacli a uiid durcli die SubHtitutiou a rx duH allgiumdiiHie Integral 
yi der Gnippo JT. 

Dass wir ilbor die (Jonvergtuiy^ d(U' von x uiid a ablnlngigeii Ihdhc 
^(Xja) niclitn wisaeu^ ist dabed gunz ghncshgflllig, da wir die gli(‘tb 
weiso Uifforeiitiatioi^ d. la die DiUbrtuiiiation der einzelneu 
jedenfalls auBfulircii; daiin abcu' ebeu aim der besoiidereii (ieetalt der 
llecursiousfbnu(‘ln (15) (‘rHchUc'HHini kxhuieu, diiHa die ho fonual tu*- 
zeugten Koilnni Jur a rx in die eoiivorgeiiteu Keih(ui d(‘H nllgeiiKMii 
steii Integnils der Gruppe ilbergcdiein Wir habcui also das Ite.suliat: 

Nach Auflikmig cintT endlkhen Anzald wm eudlielim Ihwami iUrh 
chingssydmieu bilden wir kdiylkh mU Jlillfr der rinru -llvrurniiuislurhni 

r= 0 nach (27) dm J lei he 

i '{ x , «) , 

weldhe l-nial 7iach it dlfferenpierl fur a - • ilus tdlgenu'tHAv hdvgrtd 
der (jlnipj)e F 

() a ^ n ' i* ‘ ‘ ' ” * ' 

Uefert ^). 

Mit deiii allg(i,iueinHieu Integral chn* gair/ani Gruppe /* uinfuHHiai 
wir nun samtliche Jntegralo dernelben, iiiBbesondero alao audi Hiliut™ 
liche Integralo, die zu den oinzelnen Wurzelii t\ , ta der det.t*r- 
minierenden Gleicliung gehoren. Hiitten wir nur eiii uut- 

suchen wollen, das samtliche Integrah) umlaBstj, die etwa zu r|r, ..,r„ 
(cc < A) gehoren, so hatten wir gonau wi(^ im VorHtohenden verlalinni 
konnen, nur an Stolle von rx, der kleinsten Wiirzel der gaiizeii Unippi*, 
die kleinste der zu berdcksiclitigendcjii Wurzeln, tdnBei 74 *ii inilHsen. 

1) Vergl. Probenius, Crelloa Journ, Bd. 76. (187B) p. 2Ufr. » inHl)i*«uini«‘n* 
S. 222.— • Tannery, Annales de Piicolo normak?, 2«»« Hiirie, t. 4. H. till 141. 
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64:. Boispiel. Uni die in diesem Kapitel entwickelte Berechnung 
dor logaritlimonbeluifteton Integrale an einem moglichst einfachen Bei- 
Hpiel^) zu Yeransclumliclien, walilen wir die Gauss^sche Differential- 
gloioliung mit der speziellon Bestimmung, dass beide Wurzeln der zu 
X 0 gelibrigen dctonninierenden Gleiclmng den Wert Null liaben. 
Dies tritt nacli Artikel 10 ein^ weim y 1, Wir betracliten also die 
1 )iirorentialglcichung 

(M) x{x ~ [1 — (a + /3 + \)x~\y''-{- afiy = 0 

mit dor zu x — 0 gehurigen Kecursionsformel 

(df)) (Jc -[- a 1^ ^ 1) Ck^i — Jc^Ck = 0 . 

Da Ic = 0 cine Doppelwurzel der determinierenden Gleicbung ist, ist 
das allgcnieinstc Jntegtal der entspreclienden Gruppe JT^ welches sich 
hicr mit dem allgemoinen Integral der Differentialgleicliung deekt, in 
der Ihrin 

2/i : 4'n + tu) loyiJJ CkX^ + loga;_^ Ckx’‘ 

W W) 

aiizusoizcm. Dio lieilie ist nach der Formel (35) zu berecliiicn, 
wolclu^ iiiir vvirikurlich lasst und ergiebt (s. Art. 23) 

‘4\{) - ^'0 P? ^5 *^') • 

Zur Bereclmung von 4^^ auilssen wir Formel (35) nach der in der 
allgemoinen Entwickliuig immer mit a bezeichneten Grosso — in Bezug 
aui’ die c nur symbolisch — dilferenzieren. Dieso Grosse wollen wir 
him*y woil d(‘;r IhioliHtabe a in der Gauss^schen Differentialgleicliung 
nocli audorwcilig vorkomint, mit die linke Seite von (35) demnach 
mit Fka bozoiclmen. Da nun k urn cine gauze Zahl grosser als a ist 
und di(i l!.(‘cursi()nsronnel (35) nur cine slots endlich bleiboude Zahl 
von (iliederu (zwoi) enthiilt, konneii wir in dicHein Specialfall einhich 
nach /»; diirerenzieren und erhaltcn so zur BeBtimmung der Coefficien" 
c von die Formel 

(*b)) '.h'ka ; ; {2k a -I- (i * 2)6‘i.— i — 2kcjc 

+ (/, + ,, _ !)(/, + (i ^ ¥ck = 0, 

welcho nur (\l willklirlicli lilsst und alle andern c/ als lineare liomo- 
gem‘ Funcliouen von (\^ und (\' ausdriiekt, wie es mit der allgemeinen 
Theorio ilboroinsiimmt. 

Um jedocli iVir die Uereclinung dos allgemeinen Integrals 


1) Vorgl. (la/.ti Ijoliusieiii, ZoliHolir. 
3. k. — auch Artik(‘l ,11. ‘i. 


Math. u. PhyH. Jahrfj;'. 118. (1893), 
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die Methocle cles vorigeii Artikels anzuwoiuleii, habeii wir zuniicliHt 
nach (26) 

0,1. 

zxi setzen. Die folgeiuleii Coefliciculen 6',.] . . . dcr jct.zt 

zu 'bildeiideu Keilie ■^(•>■,<1) wordeii auH d<ir Iw-c.iirsioiisronuel (3:')) 
bereclmet, wemi ivian dariu k =■-- a -|- I , (i 2, . . . uiul ('i(fi) 
setzt. 

Also ergiebt sich ' 

t (■>', "■) 


(c„ + 


Xl (iv ^ I • rt) . . (cv -1- n h 1 t ) . . 0 1 1 /•' 

I ir 


1) 


Driferexmert man eininal ■ vveil .ju dan g(‘8iu*hi(‘ iiur zweiica* 

Stufe ist - - iiacli a, ho Fol^t. 


a) 

(Ui 


(L :«'■ 


■1'^ + l)’^ . . . 


(^’(1 "I"' *^'(1 ^0^' 


V f 


«v 


^(re + a) . 

(a -b 


• •((1 + « + *-J)V,,, 
Jf.. / 


-I- log.c(r„ + (!,'a)x" 1 4- 


\7(r. 


ft) 


(a 


. . (|i I II 
!)■' . . . (« 


I 

I /,■,■' 



ScliZon wir f/. --O luul be/.eichiieji dio aus dcr Siiimiio in dcr '/vvfil.i'ii 
Zoilo dieser ll’ormol entatobende Jleibo kur/, mil 

/i, 1; x), 

so ergiebt sieb das allgoinoiiio Integral von (.‘>1) bei x 6 in <liT 
Gestalt 

(37) y/, ■ e, /i, I ; x) 4 • r„ /■’, {<c, /t, I ; .rl 

4 fl, I; •'■) big.r. 

Nacli der allgenKnneii 'I'lieoric (a. z. H. Ariikel (!:; Se.hlnaa) wilre 
bier mit C),, e,,' mit (\^^ identiacli. 8etzt t!ian r,, > U, ho bleibt in 
(37) ill der That daa allgenioinsto Integral erater StiitV iibrig; aclzt 
man ?(,'= 0, so bleibt cin Integral zweiter Stul'e, dnn-li web-hea mit 
Hinzunalime des allgemeinaten Integrals erater Stole jedea cb-r '/weiten 
ausdrilckbar ist. Die (loefficienten von V'ni ”'>“1 linear and immogen 
in jC),, die von in e„ (!^^ und G'„. 



Kapitel IX. 

Zerlegiiiig der Integralgruppen in Untergruppen. 

65. Fundamentalsysteni von lanter einfaclisten Integralen. Wir 
m im Artikel 55 die Aufstellung eines Fundamentalsystems von 
gralen fiir die Umgebnng der Stelle der Bestimmtlieit x ~ 0 ge- 
dessen Elemente eine mogliclast einfaclie Gestalt liaben, d. b. 
svelcliem der Logarithmus in jedem Element nur bis zn einer mog- 
;t niedrigen Potenz aufsteigt. 

Diese Aufgabe ist durcli die Entwicklungen des vorigen Kapitels 
saclilicli bereits gelost. Nacli denselben sind wir ja ini Stande, 
iede der den einzelnen Wurzelgruppen g ^ ^2; • • * determi- 

inden Gleicliung entsprecbenden Integralgruppen F, F^j Fg,... 
allgemeinste Integral aufzustellen. Dies lantet fiir die Gruppe F 

yi = iJii + log a; + • • • + ■ipiolog‘x 

entluilt linear nnd bomogen die + • • * + ^ willkiir- 

m Constanten 

601 • • • Oovo 7 Gii . . Giv^j . ) Ca . . Giv^ j 

aus I “1“ 1 verscliiedenen Serien bestelien. Giebt man diesen 
)nstanten die A Wertsysteme 

1 0 ... 0 
0 1 ... 0 

0 0 ... 1 , 

rbalt man bezw. die A Integrale der Gruppe F 

yoi 2/02 • • 2/oi'o? 2/11 • • 2/11W • ? J/a • • yivi , 

ilso das Integral aus yi entstebt; indem Gav^ — 1, alle andern 
stanten aber = 0 gesetzt werden. Diese A Integrale sind linear 
)bangig, da die Coefficienten der hocbsten Potenz von logx in 
Integralen gleiclier Stufe immer linear unabbangig sind. Da sicb 
weiter durcb j/oi . • yov^ jedes Integral erster Stufe ausdrticken 
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liess, giebt es kein von diesen linear iinabluliigigeH Integral dor ersten 
Stufe. Da sicli jedes Integral zweitcr Sfcutb durdi mid In- 

tegrale erster Strife ausdrilcken licss, gicdit oh alno lan'ii aaidort's von 
jenen und den Integralen erster Stufe linear umil)hilngig(‘s Int(‘grul 
zweiter Stufe. TJ. s. w. Die Integrale (2) sctzen sidi also a, us indg- 
liclist vielen linear unablumgigen Integralen orBU^r, dann a.uB indg- 
liclist vielen linear niiabbangigon Integralen zwinier Stub^ m s. w. 
zusammen; d. li. ivcnu die hitegrak einer jvdm (Iruppc, in dvrsvlhcn 
Weise l)csti 7 ymit tverden wie die Integrale (2) hel !\ sa erliallen ivir ein 
mis laiiter einfachsten Integralen ^nsammengeseldes Fiind<nnvnlalsyslcnL 


66, Integralnntorgriippon. Uiitorgruppon li5cli«ior Stiifo*). Dii^ 
zweite Fordcrung, die im Arti]i(‘l 55 aiisgoBpro(dH»n wurdc^ war di(^ 
nacli einem Fimdanicntalsysttmi, bei welcdieni die Ihnlaufsrelationen 
sicb niogliclist einfacli mul ilberHicbtlicli gestaJlen. Autdi Ifunvai g(‘" 
langen wir von deni iiu vorigen Kapitel aiirgeHtellicm allgoiiun’iiHten 
Integral dor Gruppe aus^ indeiu wir daraus I linear imabliilngigi^, 
derart in Untergriijygcn zusanimengefaHste Integrale lierleiten, dass in 
die Umlaufsrclation jedcB Integrals iimner nur die Integrale seiner 
Untergruppo ointroten. 

Wir stellen zuniiclist diejenigen •Untergruppen a,ul denm Intograle 
bis zur liuclisten; dcr (//+!)*''’“ Stufe aufsteigcnij odor w!i‘ wir 
kurz sagon wollen — die Uniergrnppen. Itarhsler Fhife, Zu ilmii Fade 
gelion wir von den liiu'ar iniabliangig<ni Integralen (/-I* 1 )*''' Slide 

'l/ii p Vrip * • • 1 1hvi 

aus, die wir aber jotzt init 


rjn 1 "Till I • - • j 

bezeiclmen wollen. Sie golien aim deni allgenn^Insttni Integral der 
Gruppe r bervor, indem jedes Mai eiiu' andere der (Vmslaniim 
On, Civ^— I; alle andin-n willkarlielnm Ckmsiani.en aJH*r r- C) 

gesetzt werden. Dio (ladurcb aus iIhi, (mtslelnuKhm 

Reihen wollen wir bezw. durcb 




A<^) 

•p ^10 


bezeichnen, wo a bei den Integralen thtj %»{... bezw, dmi VV(u*i 
1, 2 , . . vi hat. Es ist also 

( 3 ) 


epf^ + (P q>T,’i-l -j f- (jplo log'® 


J<‘) 


(") 1 




1) Dio Aufstellunff der Untergruppen erfolgt bier iiu Wenentiiidien mieli 
Jurgens, Crelles Jonm. Bd. 80. (1875). S. 15311 
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Alia jcilcm dor Integrale rjia erhalten wir nun sofort I andere 
ilurcli particllo Differentiation nach log a: 

(■t) ^ ^ ^ 1 

I dlogx I (I -- 1) {d log oc:)^’ ’ l\{d\ogxf 

Von don Intej^nilen (3) imd (4) wollen wir sageii, sie Ulden eine 
(hdm/ruppe (I + Skrfe in der Gruppe F und diese Untergruppe 
durcli Fla bezeiclinen. Die Untergruppe Fia lautet also 



Via - - 


1 

I (J logu.: 


5’ + 0 
»-.+ (' r*) 


1 00 

--EEz • 

1 1 


log a; + • • + 9/0^ log^x’ 

log X-] f- epf^ log 


Dieise U;Mtergnij>pon Inibou inin die folgenderi bemerkenswerten 
l^liginischal'iion, von denon. einigo dieHelbeii wesentlicli von der im 
Kaj>. VII aurgeHiollttui (iruppe F imtorsclieiden: 

0 Die Jnlcgrale ciner Untenjruppe sind linear imahhangig, weil 
hitogral log a; his zu ciner aiulern Potenz enthalt als alle 
undern ‘). 

2) .Die integrale allv.r Uniargrtippen Fia («— 1; 2^ ,-,., 7 //) sind Umar 
nnabimngig ^ w(iil die jowtuls init dor lioclisten Potenz von log x niul- 
tiplieieri.cui Rcilion in den verscliiedenon Untergruppon 

(1) (2) 

j <pn) , . . . y <pn) 

lirnuir unabhangig nind^). Wir bcHitzeii dalier mit don Unter- 
gruppon (i + Stufo Fla Hclion linear unabliangige in 

die (iruppe F geborige Integrale. 

3) Jede Untergruppe {I + 0^’*^ fUhrt nur I + 1 verschie- 

dene Keihen (ils (Joff/icienfm der Fotenpen von log x ein, sodass die filr 
die (inippo F in Artikel 52 abgcdidtetcn Relationon bei den Unter- 
grupptui die denkbar oinraebste Gestalt annebtnen und aus (5) un- 
nutt(‘lbar abzulesen sind. 

4) Die ilmlaujhrdalkmcn fuhren jedes integral ciner Untergruppe 
Ftu in eine Uncarv. Imnogene FtmcUon von sick selbst und den m seiner 
Untergruppe folgendeu (bezw. bei uiugekehrfcer lleibenfolge der In- 
tegrale (5) voraugelienden) Inlcgralen mit expUcUe angebharen 


l) H. Aahang, Zii Kap. IV. Sal/, r». 
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Gocfficienten iiher. Deiiu iiach Artilcol 66 I’ormol ((>) i.si) ja liir (“in 
Integral ((J + 1)*" State y 


, ini dy I . 

: 2/, + T' a logo; ■+■ 2! (a los;.:)'* 


(ini)" r"!/ 

«■! (rlo-.r)"' 


Also lauten dio TJmlmfsrdalioncn dcr Intcynile von I]„: 


TlUi : 'Yfia 


4.i«i - 

^ 1 dio^x 








I ^ 'Ha • '' ’'^11 L, 

d log a; ' ' d log ^ ' t ” (j^ 


/I (r log.r)' 
’ (/ \)\ {() log.ry 


1 ^ ‘^ha . _ , ^Ua 

^ “i, (i:? log (d log xy 

67. AufstelluBg dor tibrigon Uiitergruppoi:!. Mil dim (r j* 1)/*/ 
liitegralen cler Uiitergruppen la, Ha;-**, berniisori wir abor iiu 
Allgenieineii erst weniger als 1 linear unabhiuigigi^ Integralc dm- 
Gruppe JT, es sei clemi; (lass 

wilre, iu welcliem Falle sclion (/ + ^ Alsdaiin liil(,ien wir 

(lie Gruppe F reprilseiitieri; (lurch A liiuuu* iiiiablulngigo Inii‘grah\ die 
iu vi Untergruppcn (i + iSiule g(\s(.ui(l(‘rL hiikI. 

Sind dugegeu iiicht alle v einander gleich^ so wollen wir an 
.iiolmien, class sclioii 

vi^i > m 

sei und noch die Bczeicliuiingen 

(7) y-i-zvt, iit-i V(„i vi, n-i.-. ]'i r, 

f'o - '6 

einfilhron, wo alio ft also positive gauze Zalileii oiler Null .siiid. Nun 
sctzeii wir in clem ullgemeinsteii Integral der (Jriipiie /"(I) die siliut 
lichen Coiistanten 

O'o, Of 0, 

sodass sick das Integral auf die Stule rodueieri. \'t>n den Con 
stanten Oi-i setzen wir diojeuigen vi eheiirallH gleidi Null, widelu; in 
tn mit denselbeu rotenzen luultipliciert sind win C,i . • . C/,, iu 
Den — i/ji ;ft,„i ubrigen gobou wir dio Werlsysteiiie 
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1 0 . . 0 


0 1 . . 0 


0 0 . . 1 


und mbgou dadurcli aus 

fii > (b i’l, t-i, (a) (-a , • • ■ , 

bezw. die Itcilien 

[i)tn 

(a) //— 1\ 00 //■— 1\ 00 

(") 

._3, . . <pt-i,u 

1, i*,. 

erlialten. 


Die Keilicu fangeii dieser Constantenbestimmuug zu* 

Iblgo jedc luit einer aiuleni Putenz an imcl aiicli mit aiulern Potenzen 
a-Ls die lleiheii 

(a) 

<P/o 


in ilen lliiteroTup|)(Mi Die (.i/, + Hi—i liciheii’ 

' I , 2 , . . . , //p j (pi .1 1 ^ 0 (.f 1 , U, . . . , |> 


siml (liiher linear iiiuibliiuigig. 

Dit^ l[ii I Inioj^rale Stiife^ die wir «o gebiklct habeii, bezcich- 
uen wir hezw. niit 

1 , 1 vi- !,«'?••*? 1 , 1 . 

Au.s jtulcym dtu-selben leiien wir tliirch DiHerentiatiou iiacli log a; l — \ 
anderi^ ab und orhalbni so die Untergruppen Stule 

( C I , jl 




--It.’) 

('0 

1 

; .jluga; -j 1- (pl"0,(,log''''' 

* i,(i. 

i 1 ^ log 

9i'"p 


\ 0/) 

) ^Pi «, 

,.^,;il()g,'t>l- l-V,!,,,, lug' “a; 

g/ 1)! o'log^ry ‘ 

(it) 

(pi - I 

, (1 • 




l)i(‘ /i(; I I Iiiftgral*; dcr I hitariijriiiiiicii /V i,„ HUid wicdor linear 
unahhiln^i^, luul luu'h den uben ^eniaclden Heinerl{\ing(ni Uber die 
Hfiln'ii und (pi"’ t,i, ^dlt das (ileiclie von den lutegraleu der Grup- 
peii I’tu und 1] i,„ ’/.usuinintnigenomiuen. 1st Vj =>= Vi—i, also fij — O, 
so erludten wir keine llntergrnppen i*''' Htul’e; dann sind also sehon 
silmUiehe aus dem allgeineinslen Iniegral ( 1 ) ilicsseiulu Integrale 
f'" Htufo durcdi ilie Integrale der Untergruppeu ly, ausdrllekbar. 
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Wenn nun 

(I + 1 ) ft; + 1 = ^ j 

SO Iiaben wir also die samtlichen Integrale von T in Untergruppeii 
(I -f- und Untergruppen Stufe gesondert. Andernfalls 
stellen wir nnn ganz analog die Untergruppen (I — 1 ^^^ Stufe auf, 
deren Zalil vi—2 — 2 betragen muss, ii. s. w., endlicli die 

= Untergruppen erster Stufe, deren jede. nur aus einem 

Integral erster Stufe besteht. Da wir dann im Ganzen 

(I 4- + 0 ^ 1- 2^1^ + fio 

“ (? 4 " 1 ) 4 ” — 2^0 + ’ * * + 2 (i/^ — ^2) 4 “ (^0 '^1) 

^Vi Vi^i 4 “ 2 4 " ■ * ‘ + 4 “ ^0 = ^ 


linear unabbangige Integrale besitzen, erschopfen wir also die ganze 
Integralgruppe F. 

Wir konnen daber das Ergebnis des gegenwartigen und des vor- 
angebenden Artikels folgendermassen aussprecben; 

1 st 

yi = i>u -f fij^ilog os -I (- iptn^og’x 

das allgemeinste Integral dear Grwg^e F und Vi die Ansald der tvillkUr- 
lichen Constanten in 1 die der in iin hinmtretenden^ n, s. w,p 

endlicli die der in xjjci m den vorangelienden noeh hinmdretenden ivill- 
Mirliclien Constanten , so hann man X linear undblidngige Integrate der 
Orn^jpe so Tjestimmen^ dass sich dieselben in 


[ii =vi Untergnipjpen Stufe Fn 

fio ~Vo — v, „ „ Foi 

sondern, Eine Untergruppe Faa (^=1, a = o,i,...,z) hat die 
Gestalt 


'*?aa= ^aa 


1 ^Vaa _ 

0 ! 0 logic 


„(a) 

or- 


+ ( 1 ) . . . + 9)io’log“fl3 

+ (“7^) g>^’a-2 logo: ^ 1 - log““^ X 


1 

Oil {dlogocY 


= CpccO < 
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Die Umkmfsrdationen fuJiren jcdes Integral mir in einc lineare liomo- 
gene Verhindtmg mit csplieite angobharen Goefficienten von sich seTbst und 
den in der Untergruppe folgenden Integralen uber. Die GesamUahl 
der Iktergruppcnj + * ' * + Vq j stimmt mit der Anmhl 

der linear tmahJiUngigen Integrale order Stnfe ilherein. 

I)i(3 Zalilen werden spiiter von o,iidGrer Seite her iiocli 

(5ine hesonderc Bedeutung gewinnen. 


(58. Modifloiert© Anfstollting dor Untergruppen. Mit Riicksiclit 
auf den TJmstand, dass in der Literatur liber diesen Gegenstand die 
Untergruppen vielfacli in einer von der bislier gegebenen etwas ver- 
Hcliiedenen Gestalt auftreten, wollen wir zeigeii, wie die letztere aiis 
dor iinsrigen lierzuleiten ist. 

Wir belialten von jeder Untergruppe F^a das Integral hbchster 
Hill lb 


00 


+ tlog.7; ~1- * • • + 


unvi^raiuhn’t Inn und bezeicdnien dies jelzt durcb 
Als z\vt‘,ii(\s Tnt(‘gral neluucn wir aber 

(9 ) ^(fi/ 'Hit a 07 j find ^ntr y 

WO di(^ il])( 3 rHlri(dionen Funelionen wieder die durcli einen llmlauf inn 
.r 0 a, us den niebt (Iberstriclienen erzengten bodeuten, als drittes 


Vur 


coi V<tu 

(Oi tint 


fOl (v.ta ~ Ci)^7]aa) 


u. s. w. Da die Stulb dieser Integrahi in ( 9 ), (!)'), ( 9 ") u. s. w. si<di 
j(‘deHtual uni die Kinlieit verringert, wie a., us den Umlaulsrelatiouen, 
die die Form der Uleicliungtm ((>) lia'ben, folgt, so erhalten wir schliess- 
lieli in 


(dn Integral erster Btufe^ das sicli von 

^ . (a) 

«■ (JJloKX)'' 

uur durcli einen coiiHlanlon Faktor unterstdieidet. 
Iniegral ist daher 




V“0 J<0 


PUr clioseB letzio 
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Wir liaben also jetzt die Untergruppe r^a zusammengesetzt aus den 
Integralen 


(11) 


o(«) Ja — 1) , 

fe cea y ^aa ? • • • j y baa • 


Nacli (9'), (9") 11 . s. w. (10) lauten aber die Umlaufsrelationen dieser 
•modificierten Untergrupjoe Faa 


( 12 ) 


p(a) M 

baa = (^cxa 

Jcc--!) da—l) , Ja) 

^(xa =•- ^OM “T W 

^aa = ^01(1 ”i“ tcxa 

^ ^cta COi^aa “f“ ?aa 


(1. li. hei dor modificierten Gestalt (11) dor Untergnqupe Faa multpliciert 
sich jedcs Integral mit o)^ und vermehrt sich urn das vorlm'gehende Integral 


69. Specialfalle und Beispiele. Im Artikel 53 baben wir die 
iiotwendigen nnd binreicbenden Bedingungen dafiir znsammengestellt, 
dass die ganze Integralgruppe F logaritbmenfrei ist. 1st dies aber 
der Fall, so giebt es I linear unabbangige Integrate erster Stufe in 
der Griippe F oder die Gruppe F miallt in X Untcrgnippen erster 
Stufe, 

Bei einer reguldren Stelle geboren samtliche Wurzeln der deter“ 
minierenden Gleichiiiig 0, 1 , . . . , — 1 in eine einzige Gruppe g. Zu 

jeder derselben gebort ein Integral erster Stufe. Mitbin konnen wir 
sagen: Bei einer reguldren Stelle sondern sich die n Elemente eines 
Fundamentalsystems ^ die sdmtlich 0u derselben Gruppe F gehoren, in n 
Untergruppen erster Stufe. 

Als weiteres Beispiel benutzen wir die in Artikel 54 bebandelte 
Differentialgleichuiig 

(13) ^ any — 0, 

wo % ^2 . . . Constanten sind. Sind rg . . . n die Wurzeln einer 
Gruppe g der zu x = 0 gehorigen determinierenden Gleichung, so 
entspricht jeder einfacben Wurzel n ein Integral x % jeder ^-facben 
Wtirzel rk entsprechen die y Integrate 

x^^^ logx, . . . , . 

Jedes der ersteren bildet ftir sicb eine Untergruppe erster .Stufe, die 
letzteren bilden zusammen eine solclie Stufe; denn aus dem letz- 
ten jener y Integrale leitet man durcb partielle Differentiation nach 
logo; die vorbergehenden ab. Wir baben daber das Ergebnis: 



Zerlegung der Integralgruppen in Untergruppen. 


141 


Die X Integrdle einer Grupjoe F der Differentialgleichung (13), weJche 
" Wur^dgnippe g der determinierenden Qleichung gelibren, teilen sicli 
- in Untergruppen^ dass jeder y-fachen Wurgel — 
Unfergruppe y^^ Sfufe entspriclit 

Sndlich betrachten wir den dem zuerst erwahnten diametral gegen- 
bebenden Specialfall, dass namlicb die samtliclien X Integrale 
Gruppe r eine^einzige Untergruppe bilden, die mithin, da alle 
rale einer Untergruppe verscHedener Stufe sind, X^^^ Stufe ist, 
zu rj^(=v) geborige Integral ist folglicb in diesem Fall das 
:e von der ersten Stufe. Nacb einem Satz des Artikel 16 sind 
aber die Determinanten (wenn a = rz) 


icb =1= 0, und umgekebrt, wenn diese Determinanten von Null 
lieden sind, gebort zu keiner andern Wurzel als r^=v ein 
ral erster Stufe und bilden daber die samtlicben X Integrale von 
le einzige Untergruppe. 

Wir baben daber das Resultat: 

Die notwendigen nnd hinreiclienden JBedmgiingen dafilr, dass sllmt- 
Integrale emer Gruppe F eine eimige Untergruppe 'bilden^ hestehen 
, dass Iceine der Determinanten 


Dc ((^> , D, 


py ? ' 




v = r^ und a, /3, v die samtliclien von cinander 

hiedenen Wur^eln der Gruppe g sind, verscliwindet 
Hiermit baben wir zugleicb — wie in Artikel 53 augekilndigt 
e — die notwendigen nnd binreicbenden Bedingnngen dafiir, dass 
dem der Integrale (8) Oder (8‘^) Kap. VII der Logarithmus thaisdcJi- 
his mr libcJistmoglichen Potent, ndmlicli in ya (« = 1,2,. his 
[a — 1)*°^^ Foten^ aufsteigt, Denn wenn das Letztere der Fall ist, 
n ja die samtlicben Integrale (8) Kap. VII eine einzige Unter- 
pe und umgekebrt. 

Dieser zuletzt erwabnte Specialfall, dass die ganze Gruppe F ans 
: einzigen Untergruppe bestebt, tritt insbesondere dann ein, wenn 
: ^2 = • • • == d. b, wenn die ganze Wurzelgruppe g aus einer 
gen 2'facben Wurzel bestebt. 


Kapitol X. 

Notweiuligkeit rter Bestimiiitluvilsgostalt (livr BillVreiitialj^leicIiuiif," hn 
(vhier Stclle ilii* l)estiimutes Vei*liall<Mi siimtlidier lutegrale ilaseU^si, 

70. ATifgabo mid Gang dcr LoBiing. Dio droi leizieiL Kapitol 
waren der UiiterBucliimg dor Integrale in dcr Uiug(il)iuig oiner Stollo 
der Befcitimmtlacit ii; = 0 gewidmefc mid fiilirteu z\i tleiu Ergobnin, 
dass bei cixier solcheii stets cin FuudamontalByBtein von nicdi bcHiimiul 
verlialtenden Integralen cxistiert. "Wir kuimeii alno — in otwan er- 
weitertem Sinne des Wortes — sagen: hei eincr Blellc dcr IksUnind 
hcit verhalten sich sdmtliche Intcgrale hestimmt, was ho m vcratohon 
ist, dass ein aus Integralen verschiedener Gruppen zusanimengesetTitoH 
Integral sick linear imd bomogcn durcli juehrcre Intcgrale ausdn'lckmi 
lasst, deren jedes sicli bei der bctreironden Biclb; bcslinimi vcrlijUL 

Erklilrt sick jetzt naclitriiglick diiroli diivso Erkiainiiiiis sclion din 
Bezeiclmung eiiies Wertes von Xj dessen zugclibrigit (bdcnuiiiicn'iidc 
Gleickung den Grad n bat, als tUclle dcr Jlvdiirmlhcit ^ ho winl die 
Berecktiguiig dieses Namens vbllig erwiesen sciii, wcoin wir mmiiudir 
nock zeigen, dim die IksUmnilhcikijcsUdt dcr .DilfcrvhlUdglcivltHHij In i eincr 
Htelle X == 0 fUr das bestimnUc VerhaUen sdniUichrr lnl(yr(d(' dasclhsf 
auch noiwcndiij ist Wir seizeii also voruus, dic^ 1 dUenMiiialgba’elmiig 

(1) P (a:, y) : ?/'") + - *' -f 1 • =•■ < ' 

besitze n linear unabbruigigo Iniegrale 

(2) Hi 

in der Gestalt gamer Eunctionen vun log^r;, deren (ioeftieienien auch 
Potenzen von x Ibrtsckreitende iteilieu sind. Von den lieiheu eines 
und desselben Integrals u kbnnen wir amiekmen, dasH sie nur hoIcIic 
P otenzen von x entkalten, die sick luu gauze Zuhleu oder Null 
von einander imterscheiden. Dies lilsst sicli riluilicli wie idne eat* 
spreckende Annaknie in Artikel 5 und niii llillfe der Hiltze des An- 
kangs, Zu Kap. IV, insbesondere Satz G, leiclit begrilndea. Feraer 
setzen wir voraus, dass die sdmllichm Iniegrale u sick bei x 0 be- 
stimmt verhalten, d. b. dass alle ia ilmeu aut'ireleaden Ueilam eiaea 
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Anfangsexponent mit endlidiem absoluten Betrag haben. Aus diesen 
Voraussetzungen allein wird sicb folgern lassen^ dass a; = 0 Stelle 
der Bestimmtbeit fiir die DifPerentialgleicbung (1) ist. 

Zu dem Ende leiten wir aus dem gegebenen Fundamentalsystem 
(2) zunachst ein anderes ab, welches dadurch charakterisiert ist, dass 
nicht zwei Elemente zu demselben an gleicher Stelle stehenden Ex- 
ponenten gehoren. Sodann zeigen wir der Reihe nach, dass die Coef- 
ficienten von (1) bei x = 0 eindeutig sein mussen, dass x — Q nicht 
wesentlich singular sein kann, und endlich, dass ir = 0 eine Stelle der 
Bestimmtheit sein muss. 

71. Umwandlnng des vorgelegten Fundamentalsystems. In dem 
Fundamentalsystem ii-^ r . . stellen wir zunachst alle diejenigen 
Integrale zusammen, deren Reihen nur Potenzen von x mit unterein- 
ander hochstens urn ganze Zahlen verschiedenen Exponenten enthalten, 
also — um die friihere Bezeichnung wieder aufzunehmen — alle In- 
tegrale, die in dieselbe Gruppe gehoren. Seien etwa 

samtliclie Integrale einer Gruppe aus % . Un^ sodass also die 

Exponenten aller Potenzen von Xj die in diesen A Integralen auftreten, 
untereinander nur um ganze Zahlen oder Null verschieden sind, da- 
gegen keines der n — A iibrigen Integrale diese Eigenschaft teilt. 

Jedes der Integrale . . . Ux gehort nun zu einem bestimmten, 
an bestimmter Stelle stehenden Exponenten, den wir bezw. mit 
bezeichnen wollen. Dabei kann man die Integrale in dieser 

Folge bereits so geordnet denken, dass jedes Integral zu einem Ex- 
ponenten gehort, dessen reeller Teil nicht grosser als beim vorher- 
gehenden ist, und, wenn zwei aufeinanderfolgende Integrale zu dem- 
selben Exponenten gehoren, dieser Exponent bei dem zweiten an min- 
destens ebenso holier Stelle steht, wie bei dem ersten. 

Sollten nun etwa ux ux^i . . . ux---a zu demselben an gleicher 
Stelle stehenden Exponenten Sx = Sx—i = • • ' = Sx—a gehoren, so 
kann man offenbar a Oonstanten 

a;L— 1 ua— 2 • • • C^X—a 
so wahlen, dass die Integrale 

Ux-~.l + ax^lUx, UX-^% + Cl'X^2'i^Xf . . Ux^a + ax^a'lh 

entweder uberhaupt nicht inehr zu dem Exponenten Sx oder dock zu 
diesem an niedrigerer Stelle stehenden Exponenten gehoren. Die 1 
Integrale 

( 3 ) % + ^^-ocUXf . . ux^i + ax^iiixj ux , 
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welche wir nun zuniiclist an Stelle der Integrale ii-^ , uz setzen, 
sind aber wieder linear unabliangig. Denn die Determinante dieser k 
Functionen lasst sicF als Produkt aus der Determinante der ^ . ui 
und der Determinante der Snbstitutionscoefficienten darstellen, welche 
letztere den Wert 1 bat. Die Determinante der Functionen (3) ist 
daher mit der Determinante der . . . nx identiscli und desbalb vou 
Null verscbieden. 

lix gebort also nun unter alien Integralen (3) zu dem Exponen- 
ten mit dem kleinsten reellen Teil, und dieser Exponent stebt — falls 
nocb andere Integrale zu demselben gebbren — in tix an boherer Stelle 
als in alien audern. Mit den A — 1 Integralen 

Xl-^ Xtcji . • . XCx — a — 1 y — a + ai^a'Xi'Xy . • Ux^x “b OjX^x'^I 

komien wir nun aber geradeso verfaliren wie vorher mit den A In- 
tegralen xt^ xt 2 . • • XCx , u. s. w., bis wir scbliesslicb diese Integrale durcb 
die A anderen 

(4) Vj^V2...Vx 

ersetzt baben, von denen nicbt zwei zu demselben an gleicber Stelle 
stebenden Exponeiiten geboren. 

Die Integrale (4) sind aber ebenfalls linear unabliangig; denn 
ilire Determinante ist mit derjenigen der % Wg • • • identiscb, weil 
die Gleicbbeit der Determinanten bei dem successiven Ubergang von 
den XI zu den v bei jedem einzelnen Scbritt bestebt. 

Ebenso denken wir uns naturlicii die andern Gruppeu der u um- 
gewandelt und Icdmxen daher jcUt mit dem m Gnippexx emgeteiUexi Fan- 
danientalsxjstem 

(b) . . .vx, vx+i . . .Vn 

weiter operierexx, dessen Flemenfe heziv. m dexi Expoxiexiten rg . . 

(jehoren xndgen, mid von denen niclit mei zic demselben ax% gleicher Stelle 
steJicnden r gchdren. 

Da also die Integrale (5) sicli in Bezug auf die Zuordnung zu 
den Exponenten geradeso verhalten wie die Gruppenintegrale (8), 
(8^); (8^) in Kap. VII, und da nur aus dieser Zuordnung dort die 
TJmlaufsrelationen (12) und (13) in Artikel 51 folgten, so gilt aucb von 
dem Fundamentalsystem (5) bier der Satz: Bei einem Umlauf xmi x = 0 
geJit jedcs Ixxtegral Va ixi erne lineare homogene Fmxction voxi sieh selbst 
xmd den in semer Grxippe vorangelmidexi Jntegralexi uber, wobei der Coef- 
ficient von Va selbst =j= 0 Wert hat 
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Wenn also Va z. B. ein Element der Gruppe v^V 2 • ^ * vx ist; so lautet 
die Umlaufsrelation 

(6) Vc = CDaiVi + 00a2% -f* a— 1 + CQa'i^a j . 

WO die CO a auch Oai, 03^2 • • • Constanten sind. 

72. Beweis, dass x = 0 hoclisteiis ausserwesentlicli singalare 
Stelle ist^). Wir beweisen jetzt, dass die Coefficienten del* Differential- 
gleicbung (1), welche bei x — 0 das Pundamentalsystem 
besitzt, in der Umgebung dieser Stelle eindeutig sind. Gleicbzeitig 
wird sich aus dem bestimmten Verbalten jener Integrale ergeben^ 
dass X = 0 bocbstens ausserwesentlicb singulare Stelle ist. 

Zu dem Ende bilden wir aus den Integralen v und ibren n ersten 
Ableitungen 

*2^1' • • • 

V 2 V 2 . . • 

Vn Vn . . . 

durch Streicbung def ersten, zweiten,..., Colonne die 

Determinanten 

Dn; -Dn — Ij • • •; D (= . 

Dann hat man nach Art. 26 (4) fur die Coefficienten jp der Differen- 
tialgleichung (1) die Ausdriicke 

D ’ 

(7) * j)v = ( — (v==l, 2,...,n) . 

Da in jeder der Determinanten Dv (v = o, 1 ,..., n) jedes Element eiiie 
ganze Function you log x ist, deren Coefficienten nach Entfernuug des 
Paktors in der ersten, x^^ in der zweiten, u. s. w., x^^ in der 
Zeile eindeutig sind und negative Potenzen von x hochstens in end- 
licher Anzahl enthalten, so hat — nach Potenzen von log x entwickelt 
— jede dieser Determinanten die Form 

(8) Dy = V [Zro + %»i log a; H a log '^x\ , 

WO %vQ %vi - %v a wieder eindeutige Punctionen von x sind und hoch- 
stens eine endliche Anzahl negativer Potenzen enthalten. 

Es miissen aber in (8) die Punctionen • %va identisch Null 

sein, was sich folgendermassen erschliessen lasst. Beim Umlauf von 
X um x — Q andert sich Va gemass der Relation (6), . Piir alle Ab- 
leitungen von Va gilt aber die Identitat 

1 ) Vergl. Fuchs, Crelles Journ. Bd. 66. (1860) 4. S. 139ff. 

H 0 f f 1 0 r , BiCferontiftlgleichungen. 
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dx^ ’ 

denn nach Art. 56 (6) kann man die Umlaufsrelation fvir Va au 
schreiben 


( 9 ) 


1 ' 23ii 8v^ (Swi)® 

4-... + — — — , 

wenn 6 der Grad von Va in logo? ist. Hiernacb. ist 
^ ^ ^ / dx^ 1 dx^ log 03/ or! X^lo 


Andererseits ist wieder eine ganze Function von log 

dx^ 

Grad ^ 0, und besitzt daher die XJmlanfsrelation 


( 11 ) 


1 H (' 

dx^ dx^ ^ ^ logic / <t! (^^logic)*^ \ 


Da aber^) 

/ K^' u \ 

{d log xf \ \ (a log xf) ' 

so sind die recliten Seiten von (10) und (11) einander gleich 
somit ist (9) erwiesen. — Wenn also x den Umlaiif beschreib 
tritt in D„ an Stelle jedes Elementes eine lineare liomogene V 
dung der Elemente seiner Oolonne, und die Coeffieienten ders 
sind nacb (9) bei alien Elementen einer Zeile immer eiii und c 
ben. Es multipliciert sicb daber Dv bei dem Umlauf einfaeb m 
Determinante der Coefficienten der Umlaufsrelationen der Int< 
Diese bat aber nacb (6) den Wert 


Polglich ist 

( 12 ) 


CO, . rug 


27ti (y, H- 1\ -I h r^) 

^ 7 


D, = D, + ••• + »•«) ^ 0, 1, 


. . , W) . 


Vergleicht man dieses Resultat mit (8), so ergiebt sicb iinmitl 
die Ricbtigkeit . der Bebauptung, dass in (8) 


Xvl = %v2= =Xya = 0 


sein muss. Denn da.- beim Umlauf von x um x — 0 sicb 
mit dem Paktor e^^**'**^”* multipliciert, muss nacb (12) 


1) S. Anbang. 
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• 2 \ 

•V 

in der Umge.bung#von x = 0 eindeutig sein. Hieraus folgt aber die 
Eindeutiglceit der Quotieiiten zweier D^j d. h. der Coefficienten j) 

in (I);’ 

Bs wurde nun bei diescr Ableitung lediglich davon Gebraucli 
gomaebt, dass 

. . . Vn 

mi Fundameutalsystem bilden, von dem jedes Element Va bei dem 
Umlauf sicb mit einer von Null verscliiedenen Constanten inulti- 
pliciert und um einc lineare bomogene Function der ibm vorangelien- 
den Integralc nur vermebrt. Demnacb konnen Avir das bis jetzt gc- 
limdeno liesultat gleicb allgein einer dabin aussprechen: 

Sind n linear mahhdngige Funetionen von deren jede^ 

hei einem Unilaiif %m x '= 0 sich mit einer von Null verscliiedenen 
Constanten muUiplicicrt tmd misserdem Jidclistens um erne lineare homo- 
gene Function der ihr vorangehenden Funetionen v^ vermehrtj 

so bilden dicseWon ein Fun danientalsy stem einer Fiffermtialgleichmg 
Ordnung^ die hei x — 0 cindeutige Cocfjiomiten haC). 

Da nun in imsorem speziell voiiiegondeu Fall in den Quotienteu (7) 
Zablor und Neimer boebstens eine endlicbe Anzabl negativer Potenzen 
eutbalten, kann man inimer eine solcbe Potenz von x berausnebmen, 
dass Zubler und Nenner liir x = 0 einen von Null versebiedenen 
(‘ndlicben Wert aunelmien und demgemass dieser tibrig bleibende 
Ikueh wieder in eine gevrobnlicbe l^otenzreibe entwickelbar ist. Mul- 
tipUciert man also die ganze Gleiclmng nocb mit einer geeignetefi 
Potenz von Xy so kann, man alle negativen Potenzbn von x in den 
Coefficienten zuui Wegfall bringen und die Gleicbung in die Nornial- 
fonn bei x «= 0 setzeu 

(in) x-% 1 /-) + + . . . + %y ^ 0, 

wo gewbbnlicbe Potenzreiben von x sind, die fiir 

X — 0 niebt siimtlicb verschwinden. Daber ist jetzt bewiesen: 

Damit die sdmtlichen Integrate dor Dijferentialglcichung (1) sich 
bei X — 0 heslinmd verhaltm, darf x = Q hochsiens ausserwesantlich 
singuliire Stclle sein. 

Nachwois, dass x == 0 Stelle dor Bestimmtbeit ist. Nacbdem 
wir im vorigen Ariikcd erkannt baben, dass infolgb unserer Vorans- 
setziingen liber das Fiindamentalsystem (2) die Differentialgleicbung 

1 ) Vcrgl, FroboniuH, Crellcs Joum. iUl, 70 *(1873), vS. 242. 
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, ( 1 ) bei X == 0 beiiie weseiitlich- singulilre Stello liai, beirndeii wirjniH 
auf der Basis der Untersucliung von Kap. 11, III und des daran 
anscliliessenden Kap. VIIL Nacdi doiu letzteren (s. Art. (>()) wisHtni 
wir aber, dass, werm ein Integral m dem an Htcdle 8 i;eheml(‘u 
Exponenten Ta gehort, mindestens y-raclie Wnrzel der d('t(n’niini<‘’ 
renden Gleicbung sein muss. Nun ist das l^mdamentalHjsteni Vi 'i\j,.Va 
so bescbaffen, dass nicht zwei seiner Eleinentc zu dejnscdlxui an gleiclnn' 
Stelle stelienden Exponenten gelibren, imd wonn y Ehnnenii^ zu dcnn- 
selben Exponenten gelibren, eines von ibnen zu dem an Hiclle 
stelienden Exponenten gelibrt. Diene Expommten ^sind Ix'zw. 

Also muss die zu x = 0 gelidrige deterjiiinierende l<bnudion von (1) 
durcli 

ir-~r^)(r — r.,) . . . (r -r„) . 

teilbar, fl. h. mm'lcskns and — da aiii nic,hl, lidli(!i’('ii (Jnid(‘H s(dii Iciiuii 

— gcnan vom n'"* Gnuk sein. 

In Gleicliung (13) ist daher ‘Hi' Htcllt' der 

Bestimmtheit. 

Hiermit haben wir die gowilnschte Uuiludirung bowiesen un<I dfii 
wichtigen Saiz orhalton; 

Das notweruli()e und hinrdchmdv. Krilcriiun thtfiir, da^s hd dncr 
Stelle a ; = 0 die samUieheu Judyralc dner linettmi Ikiihiiiidicii Di/frmi 
tialgldclmng id'’’ Ordnmig sidi. bedinml rvrhidkit, hrstdd. danii, dass dir 
sa X = 0 gehdrige ddmnwierende Gldehung wm «'■" Graii is/, tidrr 

— was dassclbc ist — dass die .Di/jireniddgtddmng ltd ./• 0 in dir Fnrm 

a;”'45„2/W4- J- ^ 4 .^,,,/ = ■ 0 

gesetst werden Jmin, 100 45, . . 41 ,. gewUhnlirlw l‘,t/m.nrilirn run .r sind 

und 4 ^„( 0 ) 4 = (1 id. 
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74:. Axifgato© der folgenden Untersuchung. Im Artikel 32 haben 
wir Ills Hauptaufgabe die Untersucliung der Integral© in der Um- 
gebung der verscliiedenartigen Werte von x liingestellt. Diese Auf- 
gabe haben wir bisher ftir die Stellen der Bestimmtbeit gelost^ indein 
wir zeigten, wie man fur die Umgebung einer solclien ein Puiidamen- 
talsystem von Integralen aufstellen kami. Unser Ausgangspunkt fur 
die Ermittlung desselben war dabci der (s. Art. 5), dass wir, gefillirt 
(lurch die Gestalt der Dillerentialgleicliung selbst, diese durch eine sicli 
bestimmt verhaltende lleilie zii befriedigen versuchten. Dies gelang 
bei Stellen dor Bcstimmtheit immer, uud wir koimten dann mittelst 
der Fucbs^sclien Methode (s. Art. 46, 47) ein gauzes Fundamental- 
system gewinnen, 

Jener Versiicli erweist sich aber bei ausserwesentlicli singularen 
Stellen, die nicht zugleich Stellen dor Bcstimmtheit sind, im all- 
gemeinen als vergeblicli, weil bei einer solclien — wenn iiberliau|)t 
formal die DiUbrontialgleichung befriedigende Keihen zii bilden sind 
™ dieselben iiu allgemeinen divergieren (s. Art. 19). Selbst wenn 
aber der Ausnalimsfall eintritt, — von dem spilter eingeliend die Rede 
sein wird, — dass cine solche Reilie convergiert, so kbimen wir dock 
nicht n linear miabhangige, sich bei der betrellenden Stella bestimmt 
verhaltende Integral© finden, da dies ja nach dern vorigen Kapitel 
cine Stello der Bestimmtheit erfordert. Es muss also schon bei einer 
ausserwesentlicli singularen Stelle der Unbestimmtheit Integral© von 
aiuhirer Gestalt geben, als die ist, welche uns bisher nur begegnete. 

Das Gloiche gilt von den wesentlich singularen Stellen. Hier 
kommt aber sogar nocli hinzu, dass wir gar nicht in der Lage sind, 
den oben erwahnten Versuch anzustellen, weil (s. Art. 5) in diesem 
Palle die Methode der unbestimmten Coefficieuten ■— wenigstens bei 
Beschrilnkung auf elementare Hiilfsmittel — stets vorsagt. 

Die vorstehenden Ueberlegungen zeigen einmal,’ dass wir nocVi gar 
nicht wissen, in welcber Gestalt wir die Integral© bei einer Stelle der 
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Unbestimmtlieit im allgemeinen zu suchen baben, mid ferner, dass 
iiDS die bisher benutzte Metliode bei der Untersuchung dieser Frage 
im Sticb lasst. Unsere nachste Aufgabe ist daher die, festzustellen, 
welcliG Gestalt im allgemeinen die Elemente eines in der TJmgebimg einer 
Stelle der Unbestimmtlkeit guUigen Fundamentalsystems lidben. Wir ge- 
langen aber zur Losung dieser Aufgabe, indem wir mittelst des 'Kreis- 
fortsetzuDgsverfabrens (s, Kap. VI) zunacbst untersuchen, wie sicli 
irgend ein Fundamentalsystem beim Umlauf um die betreffende singu- 
lare Stelle verbalfc, und dann naeb demjenigen Fundamentalsystem 
fragen, desseu Elemente sick bei demselben Umlauf moglickst einfacli 
verhalten. Aus diesem Verhalten lasst sick endlick die analytiscke * 
Gestalt eines in* der Umgebung der betreffenden singularen Stelle giil- 
tigen Fundamentalsystems ersckliessen. 

75. Aufstellung der I^undamentalgleiclning^). Es seiii?.= 0 eine 
Stelle der Unbestimmtheit fiir die Differentialgleickung 

(1) P{x, y) ~ +. hi>n2/ = 0; 

X ^ 0 soil aber nicht zu denjenigen vom Gebiet der Differential- 
gleicliung ausgescklossenen Stellen gekbren, die nickt einmal eine Um- 
gebung von endliclier^ Ausdehnung besitzen (s. Art. 3). Die Umgebung 
. U von == 0 ist also, je nackdem diese Stelle ausserwesentlicli oder 
wesentlich singular, ein Kreis ode:^ ein Kreisring mit dem Mittelpunkt 
X = 0 und von nicht unendlick kleiner Ausdehnung. Wir wolleu 
auch in dem ersteren Falle aus spater ersichtlicken Grunden den 
Mittelpunkt durck einen beliebig kleinen Kreis ausgeseknitten denken, 
sodass wir als Umgebung U einer Stelle der Unbestimmtheit x — 0 
stets einen Kreisring mit dem Mittelpunkt x — 0 anseken. Was wir 
sucken, ist also die analytiscke Gestalt eines Fundamentalsystems von 
Integralen der Gleichung (1) innerhalb des Kreisringes K 

Wir wollen aber sebon hier bemerken, dass alles Folgende auch 
gilt, wenn wir unter x — 0 eine ganz beliebige Stelle, nickt notwendig 
eine Stelle der Unbestimmtkeit, und unter U irgend einen Kreisring 
mit dem Mittelpunkt [x = 0 yersteken, der keinen- singularen Punkt 
entkalt. Demnacb kommt die folgende Untersuchung wesentlich da- 
rauf kinaus, dass wir nack der analytischen Gestalt der Integrate in 
einem ringformigen Gebiet fragen. W^krend aber bei einer Stelle der 
Bestimmtheit x — 0, wie wir. wissen, auch ein im Innern eines Kreises 
giiltiges Fundamentalsysfem existiert, ist es, wie wir seken werden, 
ftir die Stellen der Unbestimmtkeit ckarakteristisch, dass der Giiltig- 


J.) Vergl Fucks, Crelles Journ. Bd. 66. (1866) S. 131 ff. 
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keitsbereich eines jeden zugeliorigen Fundamentalsystems ein Kreisring 
ist, Hierin findet dann die oben gemachte Festsetzung ilber die Um- 
gebung einer Stelle der Unbestimmtlieit ihre Begriindung. 

Es sei nun x = eine beliebige regulare Stelle des Kreisringes t/", 

(2) • 2/i 2/a • • • 2/« 

ein fiir die Uingebvaig von definiertes regulares Fundamentalsystem. 
Von x^^ aus bescbreibe x einen gesclilosseneii Umlauf um x^O innerbalb 
Uj indem es etwa die Kreisperipherie um a;==0.als Mittelpunkt durcb- 
lauft. Dieser Weg ist nacb Art. 44 eine zn x == 0 geborige Fimda- 
wenu 11 die Umgebung Yon = 0 bildet. Dabei moge 
das Fundamentalsystem (2) d!ie Substitution 


erleiden, sodass 

8i 



* 

[2/V 

= “n 2/i + • 

• ‘ ~F 

i}^) j 

\yn 

'IJi -F • 



wo man die an nacb Art. 43 bereclineii kamij billerdings im allgemei- 
iion mir in Gestalt unendlicber Reiben. Die Determinante der Sub- 
stitution S, die nacli Art, 43 0, bezeicbneu wir durcli 

A. lz..£ 1 a/A: 1 . 

Wir wollten nun Intcgrale sucben, die sieb bei deni gedacbten 
Umlauf nibglicbst einfacb verbalten. Die einfacbste Art der Ande- 
rung, die ein Integral erfahron kann, ist aber die, dass es in eine 
lineare bomogone Function nur von sicb selbst iibergobt, d. b. dass es 
sicli nur niit einer Oonstaaten multipliciert. Eiji Integral riy das 
diesis Eigenscbart besitzt, also die Gleicbuug 

(4) ^ ^ ~ m fj 

erflillt, wo (u cine Constantc, ist wie jodes Integral in der Form 

(5) 'yj : + (‘Ah “4 h (^AJu 

entbalbin, wo die 6* von x unabliilngige Grossen sind. Dainit (5) die 
Eigcnscbaft (4) liat, muss also 

('i^l “f- • ’ • -f“ €n[/n r: 1- -F • * • 

soin, d. b. ivntcr Berucksiclitigung von (3) 

(^0 + • • • + amyu) + ’F Cn{o(n \yx + • • * + annyi^ 

^{(‘iVl H hCnyn)^ 

Da aber y^ y ^ . . . ijn linear unablilingig sind, mlissen in (0), wcmi- . 
Allcs uuf eine Seitc gebraebt wird, die Coefficienten der einzelnen 
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y fur sicli verscliwincleii , sodass wir filr c . . . c,i (Vn^ n Hueareii 


liomogenen Gloichungen erlialteii 




"4“ 

+ * * • 

+ «« 1 

d - 0 

(7) • 

CCx2^l 

+ («22 ®)'"2 

4” • ■ ■ 

’ 4““ 

0 


^In^l 

4“ ^2n^'2 

4“ * • 

■ -|- (««« — 

i0)Cn ■ 

Diese ergeben aber 

dann und niir 

dann 

fiir tlio c 

cin iinilcrc! 


system als das triviale, boi dem alle c = 0 Bind, w(mn dio I)(d.(‘r" 
minante des Gleichungssystoms (7) verscliwindet, d. lu wena ca einc 
Wnrzel der Gleiclumff 


( 8 ) 


A (a) u 


CO 




21 ) • * • 7 






n 


, — 0 ) , . . I 


I (I 


‘ (.) 1 


ist. Diese Gleicluuig lieisst die su (km 'hclrachtcku Vmhtuf (jcliiiriiic 
FundamcniaUjkkhumj. Weim tier Umlauf eiiie FuiKhuueuialHcliJcil'o iwl,, 
kouiien wir auch sagon: die m der StcUe x = () (jehorieje Fimdime.nkd 
(jleicJmnff. 

Das Ergebiiis des gogenwilrligoii Artilcols isl, dalicr di(;HCH; 

JDamit hei cinem helidbigcn UmUntf cin .iiilcural (5) skh iiiir mif 
einer Constmtm ca tmiUiplickrc, vmss m cine U ’/(>«('/! der r.n dicscni I hit 
lauf geJwriym FtmdaiiKmMtjldcImng ( 8 ) scin, mmwf sick die ( '<intd<tiifeii 
dcs Integrals (5) aus dem (Ife/rJiungssgskm, (7) crgchcn. 

70. Invarianz dor Linoartoilor dor I’lindamoiitalgloiohmiK '). 
Bevor wir uiis aljcr an die Vorworiaitig den- Euiulamcntalghuchung fiir 
denjenigen Zweek, zu dom aie aiifgesttillt wurd(>, bogclnjn (Kuii. XII), 
miissen wir uns init don EigoriHc]ia('t{!U diijsor widitigcn (Jhddiuiig 
nock ntiher bekannt macken. 

Wir gelangton von dom Cilr dio lielicdiigo Kiello ,r„ in F hclioliig 
fixierten Pundamentalayatem (2) auagohond zu der (ileicliung (H). IGir 
die spiltore Nutzanwendung ist os zunackst wiclifcig, dio FHahldiiigig- 
Iceit der Fmdamentalgloichung von dan m llrund gclegtcn Fundmnotldk 
system darzutkun, d. h. zn zoigoHj dass man zu dersidlu'ii (iloudiung 
gelaijgt beim Ausgang von oincm ganz beliebigen amlenm Fundamen- 
ialsystem 

( 2 “) 




'2 > 


» } 


1) Vergl. zu diosem und dem folgondon Artikol IlamlMU-ger, Crollos Jouni 
Bd, 76. (1873), S. 115 IT, 
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7G.] 

sobald nur die hetde Male von x heschriei&nen Wnldufe nicht wesentlich 
von einander vcrscMeden stndy d. h, genau clieselbeB singularen Punkte 
emschliessen. 

‘ 1st dies nilmlich der Fall, so konnen wir dea zweiten Umlauf, 
olnie sein Ergebiiis zu andern (s. Kap. VI), so umgestalten, dass er 
sich zusammensetzt aus einem Weg von seinem Ausgangspimkt der 
iin Gultigkcitsbereicli der Integral© • • • 0,1 liegt, nacli % ans dem 
Kreisnmlanf von aus innerlialb TJ und aus demselben "Weg wie 
vorber von Xq nacli x^ zurllck. Es sei 

^ 5^11 2/1 + ■• • + 

(9) . . ... . 

[^n ^ • 4 “ ynnVn 

der bei deni Weg von x^ nacli x^ erzielte Ausdruck der ^ durcli die y. 
Die Werte der Coeffleieuten werden dabei geradeso bestimmt wie 
im Kap. VI, auch wenn ^2 • • • ein fiir die Uingebung einer 

regulilren Stelle defiiiicrtcs Pimdamentalsystera ist, indem man 
ziierst nacl) l^^onnel (10) Art. 43 durcli ein in der Umgebung von x^ 
gilltigCB regulilrcs Fundarnentalsystem ausdriickt und dann wie dort 
fortfilhrt. Da ein Fundauientalsystem bildeii, ist auch urn- 

gekehrt durch 0j^ , . . 0n ausdriickbar und daher auch tier 

\yik\p:C^0. 

liei dem ganzen Uinlauf von x^ aus moge nun das Fundamentalsysteiu 
(2”') ilbcrgohen in 


p.^ 


+ • 

• + 

1^1)1 0n 

I'-'n 


^ . . 

'■ + 

f^n n a ; 




sodasH die aus dem Fan<lamentalsyatcni (2*^) entsteheiide Fundainental- 


gleicliung die Gestalt 





; • • 

(ini 

(H'O />'(«) 

/^I3 1 

” CO j . . 

. , . . 

finU 

orhiilt. 


p2n ; • • 

' • j ^nn a) 


Nach den vorangehendeii Erorterungen fiber die beiden Umlaufe 
von und Xi aus besteht nun zwischen den Substitutionen 

(«a), (Yik), 
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wenn nocli mit {yik) ^ die zu inverse Substitution bezeichnet 

wire], die Identitat v ' -i 

Oder, wenn beiderseits noch die Substitution (y;i) ausgeftihrt wird, 
(1^) ^ (y. i)(a.-s). 

Bezeicliiien wir die so entstebende Substitution mit (d.i) 

^;i) = (/Jij) (y,-i) = (au) , 

so ist also, da bei Composition zweier Substitutionen immer die 
Zeilen der ersten mit den Colonnen der zweiten componiert werden, 

(11) dii = /3a 7ih-\- /3a Vi.k-\ h ^inVnk = ya au -1 h Vin^nh 

(t , h = 1 , 2 , . . .j %) . 

Bildet man jetzt das Produkt der Determinanten C und Aifo) durcli 
Composition der Zeilen, andererseits ■ das Produkt von iB(ra) und C 
durch Composition der Colonnen, so erhalt man zufolge (11) das- 
selbe Resultat, namlicb 

(12) C.'A{w) = B{m).C = D{co)i 

wo . . 

— ^11 — yiuO 

(13) _ I>(«)- . ... . 

1 — yutcoy. . . , d„,. — y„„ co 

Demnacb ist fiir jeden Wert von co 

^(m) = 23(co), 

(1. h. die beiden Fundamentalglwcbungen (8) und (8^) stimmen in 
ihren Goefficienten und folglicb in ihren Wurzeln oder Linearieilern 
ilberein. 

Wir baben also zuniicbst das Resultat: 

Die Lincarteiler der m cinem bestimmten Umlaiif gehorigen Fun- 
(lamentalgleichung sind von dor WaM des m Hirer Bildung benuMen 
Fundamenialsystems unabhdngig. 


77, Invarianz der Elementarteiler der Eundamentalgleichung. 
Wir konnen aber noch eine erbeblich weiter geliende Folgerung aus 
den Identitaten (12) zieben. 

Streiebt man in einer Determinante Grades v Zeilen und 
V Colonnen, so entstebt eine TJnterdeterminante Stufe, die (n — 
Elemente entbali Soldier Unterdeterminanten v*®' Stufe kann man 


bilden. 


Diese Unterdeterminanten wollen wir 
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bei A(co) mit 

?) jy l)ik 

}> 0 j; Cik 

jj D((x)'J .y (Ijjc 


[7, i=l,2,...,/0 


bezeichiien, wo ein bestimmtes Wertenpaar von i imd h andeuiet, 
class die betrefifende Unterdeterminante (lurch Streichuug einer be- 
stimmten Zeilencombiiiation und einer bestimmten Oolonuencombina" 
tion aus der zngehorigen Determinante Grades entsteht. 

Nach eineni Satz der Determinantentheorie folgt danu aus (12) 
uml aus der Art, wie.die Determinantenmultiplicsirtionen ausgefubrt 
warden, einerseits 

dik = Ciiajci + Ci2ajc2 -{“••• + Ci/uOjk^n, 

(i , Jc = 1 , 2 j . . . ) /O 

andererseits 


di/c — hiiOik + l>2iC2k -!-••• + hfiiCfik, 

(t , h = Ij 2 , ..'. 5 ^) 

ahso 

(14) Ciictki + *’*• + = hiCik + 

(i, fc = i, 2 ,. ..,/i) 


Dio Gleicliungen (14) kaun man nun sowohl benutzen, um die auf 
der linken Seite stehenden durcli die rechts stehenden hik, als aucli 
iimgekehrt diese durch jene auszudriicken. Giebt man namlicli lo 
irgeiid einen festen Wert und i die Werte 1,2,... so hat man 
Gleicliungen £ur die'jetzt als Unbekannte zu betrachtenden Grossen 

Ctkl C^k2 • • • 

links, wiihrend rechts alle hk auftreten. Die Determinante des 
Gleiclmngssy stems links ist 

1 ^ik I O'j ^ = 1 } 2, . . /O , 

d. h. die Determinante des Systems der Unterdeterminanten v 
Stufe von 0. ’ Diese Determinante hat aber den Wert^) 



und ist claher + 0. • Da das Gleiclie fur jeden Wert von h gilt, so 
drucken jene Gleichungen in der That samtliche aa linear und 
homogen durch die 5^ aus. — Benutzt man die Gleichungen (14) um- 


1) S. Anliang. 

2) S. Baltzer, Theorie u. Anw. d. Dot. 5. Aufl. §7. 6. S. 68. 
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gekehrt, so erscheint reclits wiecler jeclesraal |6‘a ' Determinants^ 
unci die ha werden linear und liomogeu durcli die da aiiHgiulrilclvt. 

Hieraus zielien wir den Scliluss: Wmn mmllichc Unlmld^^^ 
ten dijc durcli einen Lincarteilcr co — coj von A{co) tcilbar* .sind^ so siud 
anch sdmtliche ha durcli diesen teilharj tmd ^wu/ekehrL IVcnu {co—co^Y^ 
die Jidchste Potem des Linearteilcrs istj v)elche nock in (dim dik nilh(dkn 
istj so ist clen diese auch die hdoliste in (xllcn hik noch (mlJuilti'ne .Vobn;: 
und umgelcehrt. 

Nun hat man folgendo Bezeichnung eingenilirt: (n) — co,)^ 

die liocliste Potenz von ro— co^;, welclie in A(co) Holhst (‘niluilitni ihI, 
((» — die lic^chsto noch in alien UnterdeierniinanttMi P'‘*‘ Ktule 
von ^((u) enthaltene Potenz, (oi — die lioelinte in alien llnier« 
determinanten 2*^“*-* KStufe, u. s. w. einlliidi (ai • ^ (li(^ 

Potenz von co — Wi, welchc in alien llnlerdtdtnniunanien ly^** 

Stufe von j4((x)) enthalten ist, wahrend dii^ llnier(let(‘riniininien 
Stufo nicht mehr samtlich durcli ro — co, leilhar nind Dann nennt man 

(w — (w — w, (ct I 

die p Elemmtartciler dcr Delerminante yl (®), in tcelche, dir A'" Pnlni:: 
des X-facIten JAvcarteilcrs o — aj, (jespnllrn isL I )tMin oh iHt; ja 

(15) (ca — oj,)^ : (g) — ■. 

Mit Uiilfo (lieser Temiiiologio kuuium wir ima dan lloHuliiil, 
dieses Artikels, wclclios dasjoingo des vorigeu luiLumlaHHi, auch daldii 
aussprecheii : 

Die Zerlegumj dcr su einrm hrsUnmlrn Umimf (jrluiritjrii Ji'ioidti 
me^ttalghichung in Elemmiurteilcr isl uHidilidngig vm dnii rnt Hirer Kil 
dung h&xuMen Fundamenkdsystem. 

78. Grad dor Unbestimintlioit doB GloiolniugHHyBtomH (7). Ann 
dem vorstelieiideii ItcHultat wolleii wir iioc.li cine Kolgoriiug ’/.iclicii in 
Bezug auf den Grad dor UuheHiiniiuUicit, <1 ch GlidclunigHByHlcnm (7j, 
welches uns zu dor Fuiulamontalgleichung Rilirlo, und das wir ziir 
Bercclmung der c^... c,,, d. li. zur Borechmiiig des IntegralH (5) mil. 
der Eigenschaft (4) hrauclien, wonii I'ilr a eimi VVurzel der l'’umla- 
mentalgleichung eingesotzt wird. 

Ein System linearer homogener Gleicluingon hei.sHl. Imkanntlicli^) 
einfach nnbestimmt, wenn seine Determiuanto vorHchwimlet, olum duss 
alle ihre Unterdetorminanton erstcr Stul'o vorschwinden , zw(dia(di 


1) Weiorstrass, MonatsberioMe dor Borlinor Akadomio iHfiH, S. 1)10 ir. 

2) S. Balfczer, Th, u. Anw. d. Dot. § ». 2. 8. 72 If. 
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unbestimmtj wenn alle Unterdeterminanten erster Stufe verscliwiiideii, 
aber nicbt alle z welter Stufe u. s. w., well sicb. alsiJaiin die samtliclien 
Unbekannten des Systems bezw. durch eine, zwei^ u. s. w. willkiirlich 
bleibeude von ibnen linear und bomogen ausdriicken. Nacb dem vor- 
angebenden Artikel konnen wir nun sagen: 

Der Grad der UnhesUmmtheit des Gleichungssystems (7), wmn fur 
G) eine Wur^el der Fundamentalgleichung eingeseM wird, ist unablidngig 
von dem m seiner Bildung henutzten Fundamentalsystem. 

.Wenn nun fiir eine Wurzel a? = der Fandamentalgleicbung 
zuerst die Unterdeterminanten Stufe nicbt samtlicb verscbwinden, 
so ist also das Gleichungssystem (7) fur co = p-facb unbestimmt. 
Andererseits ist dani^ nacli (15) q die Anzahl der zu dem Litearteiler 
(jO — geborigen Elementarteiler. Wir konnen also welter aussagen: 

Der Grad der Unbestimmtheit des Gleichungssystems (7)^ wenn fur co 
eine Wurzel der Fundamentalgleichung gesetd wird^ ist identisch mit der 
Anmhl der dieser Wurzel entsprechenden Elementarteiler. 


79. Fundamentalgleiehiing fiir eine Stelle der Bestimmtlieit 
und ihre Beziekung zur detexminierenden Gleichung. Es wird dazu 
dienen^ uus mit der Fandamentalgleicbung nocb vertrauter zu machen, 
wenn wir dieselbe fiir eine solcbe Stelle bilden, in deren Umgebung 
wir bereits ein Fundamentalsystem von Integralen besitzen^ namlicb 
fur eine Stelle der Bestimmtbeit. Zugleicb wird dabei die sicb auf- 
drangende Prage, welcbe Beziebung zwiscben der Pundamentalglei- 
cbung und der determinierenden Gleicbung bestebt, ibre Beantwortung 
finden. 

Es sei also x —() jetzt eine Stelle der Bestimmtbeit der Diffe- 
rentialgleichung (1). Zur Bildung der zugeborigen Fundamental- 
gleicbung konnen wir nacb Artikel. 76, 77 das fiir die Umgebung 
eben dieser Stelle definierte Fundamentalsystem benutzen, welches 
nacb Kap. IX .in Untergruppen eingeteilt ist. Die letzteren wollen 
wir in der modificierten Gestalt des Artikel 68 voraussetzen, wobei 
ojg,. . . die scbon im Artikel 51 eingefubrte Bedeutung baben 


(1 (5) G)a ^ {pi == 1, 2:, . . . , w) , 

sodass alien Wurzeln r derselben Gruppe ein und dasselbe ra ent- 
spricbt. Dann lautet das CoefficientenWtem (s. G1. (3)) fur diese 
spezielle Wabl des Pundamentalsyste^ 2/i — • 2/^ derart, dass die 
Elemente der Hauptdiagonale sind, links von jedem 

o 1 steht, ausser wenn das betreffende m von einem Integral erster 
Stufe berrtibrt, alle iibrigen Elemente aber den Wert Null baben. 


Hiernach wird die Fundamentalgleichung 
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(17) 


0 j 

1 , (*)| 


0)^-- (»), y 

1 , (a, 

0 J 1 , — 61 ( i 


wobei alle ausserluiU) clor-clurcli bcHondcro (uur /Air Auschauliclilvt‘it 
clienende) Linien eiiiircralmitcu lIauiifcuulonl('i,(>rmiiiuiil..'ii st(‘hi‘ii(l(Mi _ 
Elcmente Null siud uud dio oitigcralimti'ii Ihduniuiiuulcii, howcU. hk! 

07 i — oj in dcr Hauptdiiigonalo euilialtcii, sich zusanim<>n.s(‘t/.(ui ;uih 

(Jl^^ Doturiniiumieu evHUui Oradcs, 

Hi „ zwciU'ii „ , 

„ (M-iy™ •• ’ 

entsprocliend don oiuzolnen Untcrgnippen ovaior, ■/.wt'ilfr, 

Stufe (s. Art. G7). Dio daiiu I’olgiuulon oiiigoralimitni llaiijituni(>rdcf.t>r- 
minantcn in (17) Hind cntsprooliond mil don von <■>, vorHo.liiodonon 
Grossen (o„ .gebildot. 

Da liionuich dio lirilco Boite dcr Fundanuintalgl<'ioiinng (17j dan 
Produkt dor eiiigcralnnton Ilauptiuntcrdoionninunton ini uiul dciunach 
den Wert hat 


(18) -^ (p) (“i ~ ‘'0 • • • ('‘''‘ ‘‘D) 

.so sind dio Zahlen <»„ die Wurzein dor Fundaincnlalgloifhung. Wir 
habeii dahcr zviniichst das Itesultat; 

Bd eincr Stella dcr Bestimnitkeit, dcmi dfUrminwriudc (tUirhHuij 
die Wureeln . . .r^ lesitzt, sind 

Ma ~ («*•!,!! ») 

die Wurgdn dor eugehiirigcti Fundamcnkdglekliimf. Minor Wnrorlgniigio 
r^ . . .rx dcr erstcrcn und dcmgcmm einer Grujipe von X Inlrgrtthu 
des zugehorigcn Fmdamcntalsystems cntsprieht dahor cin l-favhir Linmr- 
teiler dor Fmdamcntalglcklmng. 
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80, Beziehnng zwischen den Integralnntergruppen bei einer 
Stelle der Bestimnatlieit nnd den Elementarteilern der Fnndamen- 
talgleiclinng^). Wie wir im vorigen Artikel geseken liabeD* dass den 
^ntegral^r^(J)J}m eines Fundamentalsystems bei einer Stelle der Be- 
stimintbeit die Lineari^ilex der Pundamentalgleicbung entspreclien, 
konnen wir uns nunmelir noch davon iiberzengen, dass den Integral- 
tmtergruppen die Elementarieiler entsprechen in der Weise, -dass der 
Anzalil der Untergruppen einer Gruppe, die . einem Linearteiler — - co 
entspricht; die gleicbe Anzalil von Elementarteilern , in die — (oY 
zerfilllt, nnd jeder Untergrnppe von bestimmter Stufe ein Elementar- 
tciler von gleicliem Grade gegenuberstelit. 

Zu dem Ende eriunern wir nns einerseits darau, dass die ein- 
geralimten Hauptunterdeterminanten in (17) nacli Zabl nnd Grad den 
Untergruppen nacli Zabl nnd Stufe entsprechen. Andererseits werden 
wir zeigen, dass jede dieser Unterdeterminanten zu einem Elemental'- 
teller gleichen Grades fiilirt, womit der Beweis unserer Behauptun^ 
dann erbracht ist. 

Wir erlialten aus der Deterniinante (17) Unterdeterminanten 
SliifC; wenn wir v Zeilen nnd v Coloiinen streiclien. Zunachst ist 
Icicht zu selien, dasS; wenn bei diesen Streichungen eines der ein- 
gerahmten Quadrate in ein llechtedc tibergelit, die entsteliende Unter- 
determinantc Stufe identisch Null ist. Denkt man sicli niimlicli 
alsdann das llechteck durch geeigneto Zeilen- imd Colonnen-Vertau- 
sclmngen etwa in die linke obere Ecke der ganzen Deterniinante 
gerilckt; so stelit irnter, bezw. rechts neben diesem Recliteck ein 
auderes llecliteck; dessen Elemente samtlich Null sind und bei dem 
(lie Zahl dor Zeilen uiul Colonnen zusammen — Vj d. h. grosser 
als die Ordnung dcjr Deterniinante; ist. Die betretfende Unterdetcr- 
minoaite>^^*’ Stufe hat dcmnach den Wert Null-). 

Uni (lie Elementarteiler der Deterniinante (17) aufzusucheH; bran- 
(ihen wir daher nur solche Unterdeterminanten derselben in's Augo 
zu fassen, bei denen nach den Zeilen- und Colonnenstreichungen inner- 
halb der Einraliniungon immer noch‘quadratische Systeme stehen, mit 
andern Worteii; bei denen nur solche Reihenpaare (Zeile und Oolonne) 
gcstrichen sind, die sich innerhalb der eiiigerahmten Hauptunter- 
detenninanten kreuzen. Die hochste Potenz von coj, — ci, welche in 
sdmtlichcn Unterdeterniinanten Stufe cnthalten ist, finden wir, 


1) Vergl. Sail V ago, AmuiloH do Tficole normale siipiSrienre, SiSrie, t. 8. 
(1891). S. 312 ft 

2) Vergl. Baltzer, Th. u. Anw. d. Dot. 5. Aull. § 4. 2. S. 33. 
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wenn wir diejenige Unterdetermiiiante Stufe von (17) anfsuclien, 
die nicht identiscli Null ist und den Faktor ©i— •(» in m()gliclist nie- 
driger Potenz eiitliali Betraclitet man aber eino dor eingerainnterv 
Hanptuntetdeterminanten fur sicli 

(Dj — CO , 0 0 . . . , 0 , 0 

1 , co^ — (u, 0 0 

0 , 1 . , coj— CO , . . . , 0, 0 

0 , 0 , 0 , . . , 1 , 0, — (0 I , 

so erkennt maU; dass (lurch BtrcricJmng dor erston Zeilo und l(‘tizt(>u 
Ooloime diese Detcnininanhj tltui Wcuii 1 (udnilt, (k^r (I rad von - - 0 
also um moglichst viol enviodrigt wird. Niiiimi. nniu also diese Streieliung 
bei V eingerahinten Ilauptunterdeterminanten nibglicdist holier (Iradt^ 
yor, so erhalt man eino Untordeterminante 'n**"** Btufe, die nicdit) iden- 
tisch Null iKst und den Faktor coj^— m in moglichst niedriger Potenz, 
etwa ( 03 ^— 0 )^’', enthali Alle amhnii Unterdeterminanton entluilten 
diesen Faktor in gleicher oder libluner Potenz; also ist (( 0 ^— 0 )'^*’ die 
hochste Potenz von 0 ( — 0 , welche in sdnUlichen Unterdeterininantmi 
Stufe als Faktor (mtlialtcn ist. Auf dicjse W(‘ise fiiuhd, man die 
gemeinschaftlichen Faktoren 

(ail («!“ • • • 

allor Unterdeteruiinanteii bozw. crskir, zwcdtor u. s. \v. fStulb. llat 
man eudlicli boi Hilmtlicheii v„ llauiitiuiterd(!U!rnuiKuil.t‘ii, diis (,», — 
in der liauptdiagonalo luibon, dieae kStreichung vorgouoinmmi, ho orliilU 
man daher eiim Untordoberminauto ybuiu von A((i>) in {17), dio 

gar nicbt mehr durck Oi—o) teilbar ihI; d. li. A,.„ inb Null. Din DilVe- 
renzen der Zaklen A, A,, >li|( . . (=» 0) 

A - ■ /1| , Aj Ljf..., A,.„ 1 

•sind demnach die Grade der EUnncnbarbeilor von /!(<<>), wtdclie zn 
dem A-fachen Linearteiler (ajj — &>)•* gekoron. 

Andererseita enbaboht aus A(a), welches durch (m,— my teilbar 
ist, nach dem Obigen dnrch Streichung der ersten Zeile und- leb/.tcni 
Colonne in einer Hauptunterdeterminante hbcdiaten (iradim eino. Unter- 
determinante erster Stufe, welehe nur nock durek (a?,- -«)■*• teilkar 
ist. Durch diese Streichung hat die beirthlcndo llauptuuUu'determiiiaiito 
also den Faktor (cji — a))^-h vorlorcn und war Hoinit vorhnr voin 
Grade A - Aj, u. s. w. Auf dieae Weiso ergiebt sick, dass die Zaklen 

A Aj, Aj Ajj, , . Ay„_j 
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aiicli die (Iradc der oinzelii eingeralimten liauptunterdeterinmanteii 
iiiid daiuit die Stiifeii/ailil der eiuzeluen Uutergruppeii der Gruppe F 
liefeni. 

Wir liaboii dalier die ansgcsprocliene Beliauptiaig erwieseu: 

Jki eincr Hlclk (hr IksUmmtheit entsjpricM die Zerlegung einer dem 
l-f(wlmi Li/iWdrleiler — ca der Fmi(l(imentalgleiclmng Bugeordneten In- 
figndgnippe in Un((ngruppen nach Zalil mid Stufe der IcMeren der 
Z(rf(Hkmg von — coY in Fhmentarteiler nach Zahl tmd Grad derselben. 



Kai^itol XU. 

Dic! Integra, 1(1 in eiueiu Kreisriug. 

81. Die Integral© bei Vorscliiodonhoit samtliclxor Wurssolii dor 
Dniidaxaentalgleichnng ^). Wio wu' bei yielleii dor BdHiiiuuitluiit ,hi 
einem kreisforniigen Gebiot rnittelst llecurHioiiHfoniud uiul (leieruuiiie- 
render Gleicliimg cin b\nidamentakysiciu vou Integralon wirklicb a,ut- 
stellen konnten, so wollen wir nun init liiiltb (Un- Fumlaiuentalgleicliimg 
weiiigstens die analytisclie Gestalt der Integralc in der Uuigebung 
einer Stelle der Unbestiinmtlieit nnd ilberliaupt in einem Kreisring 
ermittelii. 

Es sei X = 0 der Mittelpunkt eines Kreisringes If, dessen Flilclio 
von vsingularen Punkten der DiHercntialgleicliung 

(1) ^ H 1”" Pn!/ " ^ 

frei ist. Zu einem Uinlaiif aut einem innerlialh II v(vrla,utend(‘n, den 
Begrenzungskreisen you U conccntriBchen Kreise gidiure die l^'unda- 
mentalgleiclunig 

(2) A{io): i n. 

i 

1st nun cn = co^ eiue Wurzel dieser (deiehungj so (‘xistiert nundt‘sti*ns 
ein dem Gleiclumgssyslem (voriges Kap., (7)) 

[ 0^11 ■“ + • • • + (^n\(hi ‘ 

( 3 ) 

I «lnCi 0 

geniigendea System' vou Zahleii c^ . . c„, die nieht Hiimtlieh Null 
siud, mitliiu, weun i/i . . . ?/« irgoncl eiii in der Ihiigelnnig eiiieH iu (J 
gelegeuen, also reguliiren Puiiktes a;,, doliaiertea FuudameutalHyHtem 
bedenteu, ein Integral dor Gleieliung (1) 


1) Vergl. I'ucha, Crollas Journ. lUI. Olj. (IHOO) S. i:il IV. 
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(4) 




dessen Umlaufsrelatiou bei dem betrachteten Weg 
(5) 

lautet. 

* Die analytische Gestalt eines Integrals mit dieser Umlaufsrelation 
ist leicht aus der letzteren abzuleiteii. Setzt man 


( 6 ) 

unter einen beliebigcn der unendlicli vielen, aber nur um ganze 
Zalilen verscldedenen Werte der rechten Seite von (6) verstehend^ so 
multipliciert sicli die Function 


bei dem Umlauf; der ja den Punkt x 0 einscbliesst, wie nur mit 
der Constanten co^. Der Quotient 

3i. 


ist dalier cine innerhalb U eindeutige Function. Da aber TJ nur aus 
regulilren Punkten bestebt, so ist innerlialb U aucli allenthalben 
ondlicli, stetig imd besitzt in jedem Punkt cine bestimmte Ableitung. 
Das Gleiche gilt von x^^j folglicli von dem Quotienteii; der uberdies 
eindeutig ist. Der letztere ist also nach dem Laurent^schen Satz 
durch cine innerhalb des Ringes 17 convergente Reihe darstellbar, die 
nur ganze Potenzeii von x, aber im allgemeinen unendlicli viele 
Potenzon mit negativem Exponenten enthiilt, 


Das Integral hat also innerhall) U die analytische Gestalt 
(7) «'•* 9D, ipc) , 

tvo 9^1 (^0 innerhalb XJ eindeutige Function mit im 

allgemeinen unendlich vielen negativen Fotenmi ist, 

. liesitzt wirklich unendlich vide negative Potenzen, so mussen 
wir sagen, die Iteihe verhalte sich in dem Kreisring um x = bezw. 
— wenn dieser die Umgebung von x — 0 darstellt — in der Tim- 
gebung von x~0j oder kurz, bei x = 0, oder endlich, alle Falle zu- 
sammenfassend, in Ikmg auf x = 0 unbestimmt, 

Sind nun die n Wurzeln der Fundamentalgleichung (2) 
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samtlicli von emaiicler verschiedeii, so erlialteii wir aiif dicso Ari n 
Integral e 

(8) ni ^’’>1 (^) j Hi ■ •■/’''/'a (■»■■) j • • • p n« !>■"(]'„{■>') , 

WO 

(9) Ta ^ log rn,, - I , , . . . , ^0 

imd 9 )jl 92 . . . 9},i iimerluilb IJ eincleiitige Functioueii sind. .Dieso n hi- 
tegrale siiicl aber linear unabhiliigig. Denn es kiViineu sieli iiieht zwcm 
der Zableu r nm eino gaii/.e Zalil oder Null von (dnandin* unicn*- 
scheideiij well sonst Kwei der co einander gleich wJlreii. l<\)lgrKdi enl.- 
halt jede der n Keilieii (8) aaidere lN)tenzen von aln alloi ilbrigen, 
woraus nacli Satz 2 des Anliangs^ Zu Ka.j). IV, die linearcj Unabliaiigig- 
keit der Reilien folgt. 

1st null X — 0 Stelle der Unbestiiumtheii oder liegt aur dt‘.r 
inneren Begrenzmigspcriplierio von (/, bezw. innerball) dernidbeu, ohne 
mit ai=() identiscli zu scin, ein wirklicli winguliirer Punkt. (^h. Art. .*kl), 
so muss mindestcns cine der ileilien (8) sich tliatHllehlieli unbestinimi 
verluilten. Denn andernfalls liiltten wir ja n linear uuablnlngige, sieh 
bestimmt verlialtonde Integrale. x «= 0 ware also iiach Kap. X 8ielb‘ 
der Bestimmtlieit and, da die , Reilien (8) dauu ihrer aua.lytiHclieu 
Gestalt zufolge in deni ganzen Inner, u des ilusseren IU‘gr(nizungskr(‘is(‘s 
giiltig waren^), nitisste dieses gauze ,Ki’eisinm,a*e a.bgoseluni IiTk, ' li- 
stens von X = 0 selbst — von wirklicli singulilnm i^nikl.cn frci sein. 
Wir liaben dahor ziinilelist das |{,esuliat: 

In eincm Knlsrim^ U mil dvm. Miiliipiuikl .r <b Fliirhr 

von shignUirm Vunkkn frel /.s*/, cxislicrl hvi Vrrsrhirdotliril sdmlllrhcy 
IVur^eln w, der mi(jcliori(jvn FnndtmHidaiiilvivhunij vin Fnnda-- 

mentahysbin von Jidvgndcu 

WO 

und die 9 inncrludb II vindeutig sindy (d>rr .s/cA im (dlgant int n indw- 
dimmt vcrhaUcn. — Isl iuHhcsoudcn' x^-() Hivlk^ d< r Ibdu siinanihell 
(U also 0. J}. die Vnigelnmg drmjllwn) ader litgl nnf d< r innarn Ik'- 
grcnmngspcripherie von Uj beciv. iuncrhalb dvmiben ein run ./: ■ rer- 
schiedencr tvirUich dngxddrvr Ibtnkly so vcrhciU sieh sicJur mindeshns 
eine der lieihen (8) xmbeslimmL 

1) Donn die Koilion (B) onihadtiai aacli Abircnmuig dm* Faktori'n F daun 
nur oino mdliche Auzalil nogativer Potenzen. 
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83. Verfahren bei mehrfaelien ‘W'-arzeln der Fundamentalglei- 
ohung. Wir gelien jetzt zu dem allgemeineren Fall fiber, dass die 
Fundamentalgleichung aiicli melirfaclie Wurzeln besitzt. g> — sei 
erne 2 -fache Wurzel derselben. Daiin bekommen wir zunachst jeden- 
falls eiii Integral von derselben Gestalt wie vorlier, in welchem wir 
jetzt aber den eindeutigen Bestandteil mit 9 ^ 3 , bezeiclinen, also ein 
Integral 


( 10 ) 

WO log nnd innerlialb U eindeutig ist und sich im 


allgeineiiieu unbestftnmt verbiilti Da os jedocli jetzt weniger als n 
verscliiedene Wurzeln coa giebt, erlialten wir auf diese Art zunachst 
weniger als n Integrale. 

Urn die Zalil der Integrale aueh in diesem Pall zu n zu erganzen, 
wenden wir wieder die in Artikel 29, 30 entwickelte Puchs^sche 
Methocle an. Wir substituieren in ( 1 ) 

( 11 ) y = tiifsdx, 

woraus folgt 

( 11 *) 

und orhalteu 

( 12) ViJ ^ ^ Vi) J ^ "I" Qip''} ) 

wo 

Q(x, e) 

+ ;tli + Pi 

+ ■ 

Hamit ( 11 ) ein Integral von (1) ist, muss also z ein Integral der 
Differontialgleichung 

(115) Q{x,s) = 0 

soiii, luul jedcs solclie liolert in (11) eingesetzt ein Integral von (1). Da 
nun ullc Ableitungcn von abgesehen von dem Falctor a;’"*, wieder 
inncrliall) XJ eindeutige Functionen von x siud, so ist (111) naeh Divi- 
sion durcli Tji, wieder eino Differential gleicliung mit innerhalb U ein- 
deutigen Coefficienten. 

Wir wollen jetzt die Bezielmng auisueben, welcbe zwiseben 
yl(cj)==0 und der zu demselben Umlauf gehorigen Fundamental- 



166 


Kupitel XIl. 


[H2. 

gleichung von (13) besteht. Zii deni Bnde bildeii wir die Fundanieu- 
talgleichnng von (1) luittelst einen Fundamentalwy stems, das aius 
Vi 2/ii • • • % entsteht, wenn cines dieser Integrale diircli ersetzt wird. 
Da niimlicli in (4) niclit alle c == 0 siud, kdnnen wir umielimeii, dass 
etwa 4= 0 Dann bilden aber die Integralo 

(14) % y-A Va--- y« 

ein Fundamentalsystem, weil jedes Integral durcli y^ . . . y„, y, aber 
wiederum dureh ij) . . . y» ausdriickbar ist. Benutzt man (14) zur 
Bildung dor Fundamentalgleicliuug von (1), so lautot dicsolbo, wcim 
dabei die Umlaufscoeflicieuten von y.,... y,, luit (iil bozeielmot werdon, 


(15) 


sod ass 
(16) 


.4(0) 


— ro , /1 m, , . . . , /J„ , 

1^ ) /las ^1, M 


0 


j ' • • t t^nn e) 


yl(a>) r (ojj — o) 


/laa — ti> , 
/la a ; 


■; /l«a i 

• , /l«a — CO \ 


TJm nuu dio Puudamentalglcicluing yl,(a)) -.Ml dor (iioioluuig 
(13) zu bildou, crinuern wir uns daraii (s. Arl. L'D), dass dio n - ■ I 
Fnnctionen 


(17) 


^ , d y, 

' tlx rii ’ 


<!■ ih 

dx tu’’"’ 


dx r|^ 


ein Fundamcntalsystem von (13) bilden. Dio Urnlaufsroiationon 
selben sind loicbt zu onnittcln. Es ist ja (a (il. (15)) 


der- 


(18) 


Da nun 



I ^^**''* 

(‘>1 o>i //i (0, /;j 



SO erhalt man aus (18) durcb Dilierentiation nacb a: 


1) S, Anliang. 
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and folglicli als Funclamentalgleicliung von (13) 

fcs! P 

- — ’ CO , . . . , — 

( 20 ) A,(g^:E3 = 0 . 

hu iKn 


Multipliciert man diese Gleichung mit , indem man in der Deter- 
minante jedes Element mit g>^ multipliciert, so folgt aus der Verglei- 
clmng mit (16) 


( 21 ) 




^.((OCoO 

£0 j (O CO ^ 


Sind also . . . (Ou, wo co^ == co^ — • • • = coi, die Wurzehi von 

A{co) = 0, so sind diejenigen von u4i((d) = 0 


0)., n).j 0 );^ ( 0 .,^ 

; - ; • • * ; ; • • • ; ? 

CO^ COj^ OJl 0^1 


von denen die 1—1 ersten den Wert 1 liaben. Dieses Ergebnis, 
welclies iii bemerkenswerter Weise an ein ftir die determinierende 
Gleichung in Artikel 47 abgeleitetes erinnert, sprechen wir dahin aus: 

Der X-fachen Wurzel der FundamentalgleicUmg der vorgelegten 
lyiffercntidlglekhitn^^ (1) entspricht die (X — X)-fache Wtirzel 1 der Fun- 
damentalgleichimg dcr J)ijferentialglcklm (13). 


83, Integralgruppen entspreohend den mehrfaolien. Linoartei- 
lorn der Fundamentalgleichung. Aus dem vorstehenden Resultat 
folgt nun, wie vorher, dass die Differentialgleichung {n — 1)^^ Ord- 
nung in z (13) ein innerhalb U eindeutiges Integral besitzt, mithin 
die vorgelegte Differentialgleichung (1) nach (11) das Integral 

% - Vijti dx. 

Mit der Dillerciitialgloiclmug (13) wird alsdann geradeso ver- 
falireii, wie oben mit (1), eodass man ein Integral derselben 

tj'&sdx 

findet, wo iimerbalb U cindeutig ist, also fiir (1) das Integral 

% ■)jj‘t.,dx J&.,dx 
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u. s. w. So fortfalu-eud gelailgt man scliliesslidi zii einer Dillereatial- 
gleichung (n-l-j- 1)'“ Ortliimig, clercii Fundamoutalgloicliuiig 1 niir 
Hoch als einfache Wurzel besitzt;, sodass wo dio lelato iai, wolclio eiu 
eindeutiges Integral in U 

Xz 

liefert. Domgemass erlialten wir oul,s]iroclK‘nd dor A-rachoii Wur/.ol 
£Oj der Fundamentalgleichung (2) von (1) dio Oruppo 1' vou A lutogralou 

'Vi 

(22) ' 

■tjz i f . . .J'xidx , 

wo ts? • • *7 Z;i silnitlieli imierlialb IJ gHltig niiul, nicli iiu all- 
gemeinen m He/Aig auf = 0 imbestimint Yerhalieu, bin auf tlc‘ii 
Faktor dio llbrigeii umuittelbar in U (umleutig hiirL 

Dio analytische Goatalt dioser Gruppenintegralo luicli Ausrubrung 
der Integrationen int leiclit m erniitteliL Da dio /Aiornt. m iutogru^- 
rende Function eindentig ist und daiin iimuor wiodor luit. oiuor oiii' 
deutigeii Function iiiultipliciert wird, abgeHohen vou (bu* bdzlou Mul- 
tiplication niit.%, worauf ja aber niolit luohr iningriori wird, ho gnuttui 
liier genau dioHcdbeii Dberlogungou Plat/, wie in .Artikrl -IS und btd 
der naheren Ausfiilirung den VorialirenH iiu Aulmug, Zu Kap. VII, — 
naturlicli .nur iinsowcit, aln nich dioHollH‘n uiolit auf dio Anfangs- 
potenzen der .in Frago koiuiueudoii lloilu^u boziebon. Dio (iruppi' 
hat dalier nacli Ausfrihriing dor .lutogrationou dio (ioatuti 

(22“) j r- i i;%i + cp.^, log X + (p,,j Iog■^^: I 


»’■* [>.it + <PX 3 logic + fzs log-a; -f -|- qui log' -‘.<1 , 

wo die g) siimtlich inuerhalb U eindcutig sind, abor hIcIi im allgt'iiunitou in 
Bezug auf x=Q unbestimmt vorlialton. Dio Functionon (f>„„ i» i . 2 , . . , 
sind bis auf einen constanten Faktor, dor aucli Null sidu Icuim, iiiil. 
9,1 identieeh. Lilsst man die lutogratiouHOOiiHlauion willkilrlioli, .so 
entlialt jodes Integral dio in der Gruppo voraiigeheiiden in .sieli. Der 
Grad von log®, bis zu welchom die Intogralo thatsiichlieh auisieigen, 
nimmt daher in dor Folge von zu qx nio ab. Dio Umlaufsrelatio- 
nen und die sicli daraus crgcbendon Bozieluuigen zwisolien den Fuiie- 
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tionen (paf^ (vergl. Art. 51. 52) konnen wir zwar niclit in derselben 
Weise wie in Art. 51, aber bier wie dort mittelst der soeben gemacb- 
ten Bemerkung iiber die willktirlicben Integrationsconstanten in (22) 
(s. dort Art. 50) ableiten. Wir wollen indessen dies bier niebt naber 
ansfiibren, weil sicb die gedachten Eelationen bei der nacbfolgenden 
Zerlegimg der Griippen in XJntergruppen einfacber imd vollstandiger 
ergebeiL Unmittelbar siebt man jedocb, dass nacli dem Umlauf jedes 
Integral derselben Gruppe angehort wie vorber. 

Verfahrt man nun wie bei bei alien Wurzeln der Fundamen- 
talgleichung, so erhillt man im ganzen n Integrale, da jeder mebr- 
lacben Wiirzel eine Integralgruppe von gleicber Gliederzabl zugeord- 
net ist. Der Nacbweis, dass dieselben ein Pundamentalsystem bilden, 
erfolgt wieder in der gewobnten Weise. Die Integrale einer Gruppe 
sind linear uuabbangig nacb ihrer Erzeugungsart (s. Art. 30); zwischen 
den Integralen versebiedener Grnppen ist aber eine lineare Eolation 
desbalb unmoglich, weil die in einer Gruppe auftretenden Reihen 
niir solcbe Potenzen von x entbalten, die in keiner andern Gruppe 
vorkoinmen ^), da die den versebiedenen Wurzeln coa entspreebenden 
Zablen «ich niebt nm gauze Zahlen von einander untersebeiden. 

Wir luibcu dalier das llesultat: 

IksiM die 0 u einem Umlauf innerliall U etwa auf einem m den 
Jkgrermmgslcreisen concentriscJien Kreise (jehorige Fundamcntalgleicliung 
mclir facile Wwneln, so existiert ein innerlialb U giUtiges Fundamental- 
system von Integralenj welches entsprechend den Lincarteilern der Ftinda- 
menialgleklmng in Gmjipcn F der Gestalt (22) hem* (22^) gesondert ist, 
sod(fss jedem l-favhen Linearteiler cine aus % Integralen hestehende 
(Iruppo mgeordnet ist. Die Integrale vcrhaltcn sich im allgemeinen nn- 
besthmnt in Ikmg mif x^=0, mindestens eines von ilmen siclier, wenu die 
am Bchluss des Sakes in Art. 81 angegebenen Bedingungen crfillU sind. 

Aus dem letzteren Grunde ist also der Giiltigkeitsbereicb eines 
Fundamentalsystems bei einer Stelle der Unbestimmtheit stets nur 
ein Kreisring, niebt ein Kreis (s. Art. 75). 

84-« Samtlicbe Integrale erster Stnfe in einer Gruppe^). Wir 
baben. bislier die Fundamentalgleicbung in einer der Untersuebung des 
Kapitel VII bei Stollen der Bestimmtbcit vollig parallel laufenden 
Weise verwandt. Sie ersetzt uns, was dort durch die determinierende 
Gleicbung und die Eecursionsfonnel geleistet wurde. Dieser Paralle- 

1) S. Anliang, Zu Kap. IV. Satz 6 . 

2) Vorgl. zu diesein und deu zwoi folgendon Artikeln IXaniburger, Crelles 
Joum. Bd. 76. (1873). S. 117 it 
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lismus gelit aber nocb waiter. Wie wir namlicb dort bei Stellen der 
Bestimmtlieit mit jenen Hilfsmitteln (s. Kap. I, II, III nnd VIII) der 
Reihe nacb die saratlicben in eine Gruppe geborigen Integrale der 
verscliiedenen Stufen aufstellten, so konnen wir auch bier die Sonde- 
rung yon X linear unabhangigen Integralen einer Gruppe F in In- 
tegrale erster, zweiter, n. s. w. Stufe mit Hilfe der Fundamental- 
gleicbung nacbweisen, womit dann die Zerlegung der Gruppe in 
Untergruppen im engsten Zusammenbang stebt. Wir mtissen jedocb 
bier, obwohl das Resultat scbliesslicb auf das Gleicbe berauskommen 
wird, das Problem etwas anders fassen als damals, indem wir zuerst 
nacb alien Integralen von F fragen, die sicJi beim TJmlmf am einfach- 
sten mrlialten^ dann nacb alien, welclie sicli ndclist jenen am einfachsten 
verJialten, u. s. w. Dies ist geboten darch unsern Ausgang von der 
Fundamentalgleicbung. 

Der Linearteiler der Fundamentalgleicbung (2) moge 

nun, in seine Elementarteiler zerspalten, 

fi-Q -mal den Elementarteiler (cd ^ — oj) 

ftl- « « (Ol— 0)2 

j; „ « 

Uefern, wo positive ganze Zablen oder Null sind und 

fto + -f- Sfts H 1- (^ + 1);*; = ^ 

ist. Die Anzahl der Elementarteiler des Linearteilers — a>y ist 
daber 

^0 = • 

Diese Zabl ist also nacb Artikel 78 der Grad der Unbestimmtbeit des 
Gleicbungssystems (3), d. b. wir konnen in 

^ c^yi + + • — ]r Cnyn 

Vq der c willkiirlicb wahlen, wabrenci sicb die ubrigen oi — Vq vermbge 
(3) linear und bomogen durcb diese ausdriicken. Bezeicbnen wir die 
Vq willkiirlicben Constanten durcb 

^01; ^02 J • • • 7 ^OVq 

und nehmen wir der Ubersicbtlicbkeit wegen an, es seien dies etwa 
die Vq ersten c, also 

Cl = Gqi , ^2 = Gq2 , . . • ) Cvq = Cqvq , 

so mbgen die andern durcb diese vermoge der Gleicbungen 

[< 3 ^ 0 + 1 = + 4 " * * * + Ctvo+l,VoCovo 



( 23 ) 


e^nl Goi 4" ’ ’ * Hh" ^nvo 
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ausgedruckt sein. Substituiert man diese Werte in so nimmt 7} die 
Gestalt an 


( 24 ) • 

Tjl 

^ Cbi yoi H- 602 2/02 

4“ Co>'o2/0i'o^ 

WO 





'yoi '■ 

tjl -I- + + 

• • ■ + y» 

( 25 ) 

2/02 

2/a -f- ^yo-1-1,2 2/i'o-|-i + 

• • • -f- an 2 yn 


2/Or„ 

E;":2/ro+ ^»'o-h U ''0 ?/''«+ 1- + 

• • * + yn 


Dio Gloicliung (24) stellt nun offenbar das allgemeinste Integral^ 
ivclches sick hei dem Urnlauf niw mit mtilUpUciert, dar; denn wir 
liaben zu seiner Bildung die Constanten q . . . ; wie es erforder- 

lich ist, nacli dem Gleicliungssystem (3) bestimmt, aber alle willkur- 
liclien Grossen dabei imbestimmt gelassen. 

Geben wir diesen willkiirliclien Constanten Coi. . . Covo ^aini die Vq 
Wertsysteme 

1 0 . . 0 
0 1 . . 0 


0 0 . . 1 , 

so erlialtcn wir die Vq Intograle yot, 2 / 02 ; • • 2/oro? denen man um- 
gckelirt durcli Composition mit willkiirlichen Constanten sofort 
wieder das Integral (24) herstellen kanu. 

Dass die Integrale 2/01 1-0 linear unabliangig siud, folgt 

vmmittelbar aus (25). Einc lineare liomogene Relation zwischen ihnen 

( 2 ()) + * * • + ^voVovo 0 , 

wiirde naralich eiiio solclie zwischen • 2/" Folge liaben, 

wenii nicht die Coeflicienten von y^ 2/a • • • 2//i Wert Null 

batten. Nacli (25) ist aber der Coefficient von y^j der von y^j 
u. s. w. endlich Ar,, der von in der aus (20) sich ergehenden Relation 
zwischen j/i 2/2 •• • Cie samtlichen A mussen daher Null sein, 
d. h. eino Relation (26) ist ausgeschlossen. 

Die analytische Gestalt des Integrals 'yj, bezw. der Integrale 
y^),^ 2 , keimen wir aber bereitsj cs ist 

you : (pou {co) , 

wo ^ ^iiid (poaipo) eine innerhalb U eindeutige, sich im 

allgemeinen unbestimmt vcrhaltende Reihe ist. Es sind also loga- 
rithmenfreie oder Integrale erster Btufe derselben Gruppe JT. 

Wir haben daher zimilchst das Resnitat: 

Wemi Vo : : + Mi + ‘ — h AnmU allcr Elementarteiler 
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des Linearteilers der FundamcMldlglcUMw^ id, so existiercu (jema 

Vq linear andblumgige Inlegrale erstcr Slafo dvr Oruppe V innerh(tlb 11 

2/01 9oi , . * . , 2/oro ^ 7 

Oder Vq Integrale, ivelche sich lei dem- IMlanf am vinfaehdvn rvrhaUni, 
indem sie sich nur mit 051 midMplicicrcn. 


85. Samtliche Integral© oiner Q-rnppo iiacli ihror Btufons^ahl 
goordnet. Weim wir iiuumelir nacli cle:u lutogralon dor (Jruppt^ r 
frageii, welclie sicli iiaclist doneii von der ersten Siul’t^ inn einiacliston 
bei clem Umlauf verlialteii; so setzeii wir tlabei vorniis, dass 
cla wir soiist ja schon A linear iinabliaiigige Inlegrale der (Jrupiio V 
batten, die samtlicli erstcr Stiife wiliam. Der ^^all X — - erfoiabn't 

aber, class — • • • = = 0, d. In X ~ /(^p oder tlass {^1 - aT>y 

in X einfache Elemcntarteilor zcndTillt. 

Wir gelien nun von dem .l^bindannmlalHyHtem 

( 27 ) ?/()i 7 ?/()2 , . . . 7 ?/() ...7 ?/ivl • 1 7 * • • 7 


aus, bei deni di(3 soebeii ormiilcltou Intcgralc ersler Btulc an Slielle 
von J/i 2/2 • • • g<d'i’eten Bind. Dubs die n Integralt^ (27) wirkliidi 
ein FiuulamentalsyHtom bilden, siclit man aus (25): man kann ja die 
Integral© Hx Ik • • • yv^, dureli die Integrale (27) ansdrilcdveii , fdiglie.h 
jedes boliebige Integral ebenao. Belialbm wir I'ilr di<‘ llndauiBeoerii- 
cienten dor Ickton Integrale in (27) die alltm Zeieluni («,;.) Inn', 

so lauten die UmlaurBrelaiionen dea FundamentalByBleniB (27) 


?/oi COtJ/ot 


(28) {1/or, ■ - 

\yv, 11 ■ <^.' 0 + 1,1 yoi + h IO'..yA)>'u "I" «»•„ j 1 l//,, 1 I 1 • * ■ “I ((t'„ { l.nt/n 




'1 *”}” ’ * * ■"! " (^nnlfn 

Hiernacli nirnmt di(i Fundaineiitalgleiclumg, mittelst (27) gebildei, die 
Gestalt an 


(0 , . 

> “i',. |i,r 

■ ■ , «nt 1 

(2») 

0 

0 , . 

• ♦ 7 5 , l 1 , r,, } I ' ' } • 

• • 7 * 

* • 7 


0 


0 


/V' 
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soilass 

(29) 

WO 


(30) 


j 1 (g)) EHr (o5j — ra)’'" jI'(co), 


A'ico) 


I'o-l-l 0 j , , , j CC)(^ r,rf-l 


Da sein sollte^ entliillt A'{0) den Linearteiler 03^ — co nocb 

in d(ii: Potenz Wir konuen aber nacli einem von Oaso- 

rati lierrulireiicleii Satz^) sogar aiissagen: 

Die Detenninante A'(0) enthdlt jcden m coi — co geJidrigen Elemen- 
tar teller in einem imi Eins niedrigeren Grad als A(0), 
yt'(ci)) bat demnacb (s. Art. 84 ) 

den Elementarteiler (coj^ — co) 

f'j- ,, „ „ («i— ®)“ 


[h- ,, „ „ (eji — ra)', 

und (lie Anzabl der Elemeniarteilcr vou — in ist 

vr- ^^1 + h — ^0 • 

Um nun Integrale zu snclien, die sicb naclist denen der ersteu 
Stiifo am einfachsten beim Unilauf andern, setzen wir 

(31) Tj':: : - CV,,-!- 1^,-0 + . I + • • • + OnlJuj 

WO die (/ nocdi unbeatininit sind^ sodass nacli (28) die Umlaufsrelation 
dieses lni,egrals lautet: 

(32) ? 

(t'lvl^l 1, 1 -f- • • + (‘nl^ni)y(n 4“ • “ + (^r.rl-l<^r„+l»’'o + ' ‘ + r„) 2/e’'a 

4’(^ro+i 7'(, •4-1*4’ * * 4"^/i ** HI” (^^oH” ^ "H” ** HH^^i ^n?i) yn • 

r/ golit also bei dem. Umlauf in cine lineare homogene Function der 
Integrale erster Stufe yoi . . . yor., nnd in eine ebensolche der Integrale 
j gn iiber. Da wir bereits alle Integrale erster Stufe von F 
bcsitzen, wiirden wir zu einem neuen Resultat nicht kommen, wenn wir 
jetzt vcrlangten, es solltc ojjt/ sein, was das identiscbe Ver- 
schwinden der ersten Zeile von (32) recbts erfordern wurde. Die 


1) Beweis im Anlian^. — Von Casorati riihrfc anch dio auf dicseni Satz 
bcnihendo VervonetarKli^iing des Hainburger’achen Vevfahrens her. Vergl. 
Coiaptoa vendriB hebdom, do I’acadcmie dca scionces do Parin, t. 92. (1881). S, 175 
— 178 u. 8. 238—241. 
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einfachste neue Forclerung, die wir stellen konuon, ist clarum die, os 
soli V dbgeseliGn von eincr Immitrctenden lincarcn homogenm Funclioii 
von 2/01 ... yov, den Wert erliiiltcii, d. li. os sollen die so ke- 
stimmt werdeii, dass die Gleicliiingen 


f6Vj.iC^,.rhl,r,rhl + • • • + er,,, r.,4. i 

6’,.',4«ia,.,r[-l, ?i • -j- 


(0^ Cn 


erfullt werden. Dios ist aber mbglicli, weil die Dot(n'miiuinto dieHt\s 
Systems linearor liomogonor (lleicliuiigon die vcTSohwiadoiulo Deter 
minante ist. Und da die Zalil dor Eleuieiilarieiler dos 

Linearteilers (0)^-— von yl'(<») ist, so ist das System QMV) ^i^-Iaeh 
iinbestimmt. Bozciclinen wir die ‘i\ willkilrlieli bleibonden der (iotvffi- 
cienten 6 V^,+ i , . . cv, durcli welcbo sicb alle ilbrigeri linear und homo^ 
gen ausdrilckcn, rnit 


so wird 




na 7 




(34) Yj'i : Ciiyn + Ovjyi^ 6n.,t/i,., , 


wo 2/11 2/iy ••• 2/1 r, ^'1 linear iinablulugige lutogralo sind. Das liol/.tere 
orgiebt sich ebeiiso wio bei j/oi . . . j/ur„ ini vorigiei Ar(.iki‘l. (34) steUt 
dalier, wenn nock das allgoinoinsto Integral ersti'r Sl.ule von F iiddiert 
wird, (las allgomeinstc InUyral dar^ tvdchcs sick (wini Umlaaf mil (o, nndfh 
'plickrt %md imi vim linc'dre homogvnv Vvrbindiimi dvr lidvgralt^ vrydvr 
Stnfe der (xruj)pc F vcrmchrt; ?/n v/ia . . . ?/i»i aber siml linear unab- 
hangigo Integralo dorsolbon Art, aus (kmen man umgcdcehrt dureli 
Composition niit willkUrliclieu Constanten and durch Ilinznftigung 
des allgemeinsten Integrals orstor Stufo von V wieder das allgenunnHbi 
Integral der betracktoten Art bilden kann. 

Die Integralo nind aber niehi nur unter tdnundm*? 

sondern auck von den ?/oi - . • yor,, linear imablulngig, W(ul (dim Relaiion 
zwiscken yd, . . yoi-,? yxi - • • yir, cine solcko zwiselien den Klcnnenien des 
Fmidamentalsystems (27) bodeuten wdrde. Bey.eicknot man k!rm*r die 
linearen homogenen Functionen von j/ot . . * yor.,, nm di(! sick yn . . , jfi v, 
beim Umlauf vermekren, und die sick aus (32) ergoben, bezw. mit 

Lii (yoi , . , yorj , . . I/iv,( 2 /oi • • • yon,) ? 

sodass 

(35) yia i-zz G3iyi« + Di «(yoi 7 • - • 7 yun.) ^ n) 7 

so sind auck Lu, . . linear unabkilngig. Bestilnde nilmlich cine 
Relation 
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+ ^2-^12 + ‘ • • + /r, Liv, = 0, 

SO wllre iiacli ( 35 ) 

kyn + • • • + = (^iQiyu + * • * + 

Demnacli musste \ 2/11 H h k,yiv, ein Integral erster Stufe von T imd 

dalier durch die 2/01 ••• ^/on, ausdriickbar sein, wahrend docli die 2/11 •• *2/1 '»'i 
mid 2/01 •• • 2/oro? wie wir soeben sahen, linear unabhangig sind. 

Wir konnen daher die Integrals in . . . Lu<^ geradezu an 
Stelle von der 2/01 •• • J/on. setzen, sodass von diesen dann noch. 

iibrig bleiben, die untereinander und von den L unabbangig 
sind. Jioluilten wir dann aber statt der L die alten Zeichen bei und 
nolimen an, class etwa gerade die ersten der 2/0 durch die L ersetzt 
wurden, so besitzen wir jetzt ausser den Integralen 2/01- • • ^Oro 
Vy Integrale 2/11 - • • J/ir, ? deren Umlaufsrelationen lauten 
( 35 ‘') ^ s= coi2/i« + 2/oc« (« = 1, 2 , . . . , rn . 

Hieraus folgert man aber leicht, dass 2/i« derselben Gruppe F an- 
geliort wie 2/o«, da andernfalls ( 35 ^^) eine lineare homogene Relation 
zwisclum Integralen verschiedener Gruppen ware, die nach Satz 6 des 
Auhangs, Zu Kap. IV, ausgeschlossen ist. 

1 st nun « > 1 , so besitzen wir bereits A linear unabhangige 

Integrale cler Gruppe F. Andernfalls operieren wir mit dem Funda- 
nientalsystem 

2/01 • • • 2/o»'o? 2/11 * * • • 2/« 

weitor, wobei 

A(ao) i ((Di — A"(co) 

wire! und A"'((d) nacdi denn (Jasorati’sehen Satz nur noeli 
'lAj H h 

Elcmentarteiler entsprecliond dem Innearteilor (ojj, — hat. 

Daher erhalt man jetzt v.j linear unabhangige Integrale 

ym 2/22 . • • 2/2ra 

mit den Umlaufsrelationen 

( 36 ) j/iiif :Ir COj^y^ce “f" • • • 2 / 0 ’'o 7 2/li * * • 2 /^ »'i) (« — 2,. . . 

Diose Ij<2,u sind wieder linear unabhangig und konnen an Stelle von 
1/55 der 2/11 * -*2^1 n g<^'s®tzt werden, (wobei gleichzeitig der 2/oi---2/ovo 
durch linear unabhangige Verbindungen^ derselben ersetzt werden) 
sodass die Umlaufsrelationen ( 36 ) die Gestalt annehmen 

( 3 (>''j ihit COilhct+yut (« U 2 , . , , , t'a) . 
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So fortfahrend gelangt mau spiltestciis uacli I Scliritten m einor 
Determinante welche nur iiocli den in ViV ' Elonnviitarioiler 

ersten Grades zerfallenden Lineartciler (ra^— o)"' besitzt und dein- 
gemass vi Integrale 

Vn 2/i2 . • ■ yh'i 

mit den Umlaufsrelationen 

<^iyiit + yi—i,it 1, 2. 

liefert. Sehrittweise ergiebt sicli die linearc Uuabliiiiigigkeii; mid die 
Zugeborigkeit zn F aller bis daliin gewonnenon Iniegralo, nnd, da 

^0 + + ■ ■ ■ + '''i f*() + ^f‘i + ■ • ■ + (^ + l)f'( 

ist, besitzt man dann I linear unabliilugige Integrale dtir UniiiiHi 
Wir liaben dalier da.s Kcsultat: 

1st hcsw. jr,,, fti , . . . , f6( (lie Ansahl tier J'Jkiiicntcuiril/T hrsw. erslcn, 
swdt&n, . . (i+ I)"'" Grades des JAnearteders (to, — <<>y der Fnnda- 

mentalgleichung und ist 

V,c : " (la + t -1- ■ • • ft; ('« ' <'i I > ■ ■ 0 , 

so existiffi'cn I linear tmahhan/jiye Inkyrala der Gruppr F 


(37) 


y/oi • • • tkvi .... V/o,.^ . . . ?/(),,, I I . , . //or.. 

?/ll . . . . . ://lr, 

y.>i... 2/2 2/2.., 

,yn • • • Vi } 


derm Umlaxifsrelaiioncn laulm 


yfa '■ (x>iyiia + y,i i, „ 1,2,..., . 

(//«!, 2 , ...,o 


86. Integraluntorgruppon ontsprooUond don Elomontarteiloru 
der Fiindamontalgloiohung. Wir kbiuieu inminehr zuiiachst lideht 
die analytischc Gestalt der im vorigen Artilad Hucce.sHive bestiiuiuten 
Integrate der Gruppe F genau featstellon. 

Iin Artikel 84 sakeri -wir sclion, dasn die Integrale 

yol • • • ?/t)v„ 

logaritbmenfreie oder Integrale erster Stufo kind. Nuch Artikid 83 
hat aber jedes Integral der Gruppe F die Gestalt einer ganzeii Func- 
tion von logo;, deren Coeflicionten abgeHehou von deni Faktor »'■< 
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iuncrluilb U eindeutige, sicli im allgemeinen nnbestimmt verhaltende 
lieilien siud. Es kommt also nur noch darauf an, die Stufenzalil der 
einzelnon Integrals zu bestimmen. Nach der allgemeinen TJmlaufs- 
Ibrxnel eines logarithmenbehafteten Integrals das einer der Zabl 
zugeordneten Gruppe angebort, (s. Art. 56 (6)) ist nun 

y — coiV 

ein Integral von einer um Bins niedrigeren Stufe als y. Hieraus 
l()lgt nacli (38),* da die Integrals yoa erster Stufe sind, dass alls Inte- 
grals J/ix . . . zweiter Stufe sind; hieraus wieder vermoge (38), dass 
alls Integrals j/at-.. von der dritten Stufe u. s. f., endlicb, dass 
die Integrals yn , . , von der (I + 1)*®“ Stufe sind. Also: 

Die Integrah 

yal ya2 • • • (o5 == 0, 1 , . . . , 0 

sind Jntegrak (a + 1)^'’^ Stufe, d. h, sie haben die Form 

yefl ; [ 9 «i + 93a Li log a; -| + tp''^o log “x\ , 

WO die cp innerhalh U eindeutige lieilien sind. 

Welter sind aber die Integrals (37) auch bereits in TJntergnipjgen 
gesondert. Betracbtet man namlicli alle Integrale, die in . (37) in 
dersclben Colonne stehen, welche also gleichen zweiten Index liaben, 
so sind dieselben bezw. 2^^^, 3*^^^ u. s. w. Stufe. Nach (38) mul- 
tipliciort sich das erste Integral dieser Colonne beim Umlauf mit 
cDj^ , wahrond jedes andere sich mit coj^ multipliciert und um das 
vorhergeliendo vermehrt. Die Integrale einer jeden Colonne von (37) 
bilden dalier Untergruppen und zwar von der in Artikel 68 behandel- 
teii Art. 

Dio Auzahl der Untergruppen erster Stufe ist daher (s. Tabelle 

Untergruppen zweiter Stufe 

u. s. w., cndlich die Anzahl der Untergruppen (i + l)*®^ Stufe 
Dio Zahlen waren aber die Zahlen der Elementarteiler 

l)(*zw. orsten, zweiten u. s. w., (Z + 1)*®“ Grades. Wir konnen somit 
das Krgebnis der letzten Untersuchungen in dem hochst eleganten 
Satz ^) zusammenfassen, den wir fur Stellen der Bestimmtheit schon 
im Artikel 80 gofunden batten: 

l) Vergl. dazu ausaer don sebon genannten Arboiten von Hamburger 
mid Case) rati noch 

Stick el berger, Zur Tbeorio der linearen Differentialgleichungen, Akad. 
AntriitHsehrift, Leipzig, 1881. 

Sauvage, Annales de Tucole normale, sdrie, t. 8. (1801). S. 323 ff. 

von Koch, Acta Math. lid. 10. (1803) S. 282. 

H 0 f f t <j r , Diftoroutiftlgloichuiigon. 12 
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Bk dem I- faction Lineartcikr — cu dor JMndam(mtal(ikM 
0ugeordnete Integralgruppo Idsst sick dcrart in llnlergrnppvn miegvn^ 
dass jedem Blemcntar toiler von — my hcstmmlvn (Irmks rhw Ihikr- 
gnippe der^lhen Stufenmhl enkpricht. 

llieruiit besdiliesscu wir die idlgomdiie llni.(‘r.suclnui^^ dor In- 
tegrale in der Umgebmig eiuer Siello der UnbeHiinuuilunl otlnr all- 
gemeiner in einem Kreiaring. 



Kapitel XIIL 

Stelleii (ler Ilnlx’^stiinintlicit, Im Aenen sich ein Teil Aer Integrale 
bestimiut verluilt. Reduktibilitat. 

8*7, Aufstelliing der zn behandelnden Aufgaben. Wir haben 
im vorigen Kapitel geselien, dass in der Umgebung einer Stelle der 
-Unbestimmtlieit und in einem kreisringformigen Gebiet die Integrale 
sicli im allgemeinen tmhesUmmt verhalten, nnd wir scblossen aus 
Kap. dass jedenfalls nicbt alle Integrale sich in einem solchen 
Kreisring, der nicbt durch eine Kreisflache zu ersetzen ist, bestimmt 
Irerbalten kbnnen. Dagegen ist keineswegs ausgeschlossen, dass ein 
Teil der Eleraente cines in dem Kreisringe U mit dem Mittelpunkt 
X — {) giiltigen Fimdamentalsystems sich in Bezug auf x = 0 be- 
stimmt vorhalt 

Dass dies in dor That moglich ist, wenn die Unbestimmtheits- 
stello rr = 0 ausserwesentlicli singular ist, lehrte schon das 2. Beispiel 
in Artikcl 23, wo wir das oine sich bestimmt verhaltende Integral 
ftinden. Dass aber auch bei einer wesentlich singuliiren Stelle oder 
uberliaupt in einem Kreisring, in welchem sich sogar die Coefficienten 
dor Diilerentialgleichung unbestimmt verhalten, einzelne sich bestimmt 
verhaltende Integrale existieren kbnnen, zeige das einfache Beispiel 

1 

( 1 ) 

1 

X = 0 ist wesentlich singuliire Stelle, da unendlich viele negative 
Botenzen onthalt. U ist daher bier ein Kreisring um = 0, dessen 
innerer Kreis einen beliebig kleinen, dessen ausserer Kreis aber einen 
beliebig grosaen liadius hat. Da der Coefficient von y in (1) Null 
ist, wird die Diilerentialgleichung durch eine Gonstante befriedigt, d. h. 
durcli ein in Bezug auf x sich bestimmt verhaltendes Integral. Das 
zwoite Integral nmss sich daher unbestimmt verhalten. In der That 
folgt ja aus (1) 


1 
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1 . 



Wir fragen daher: Unler tvclchcn llnisfihulrii ruudlfrm (nirh hi 
cinem Kreisrhuj 11, der mclU durch einnt Krds cu crsvl^tii id^ .sirh he- 
stimmt verhaMende Inkymle"^ — Wemi ilberluuipf. solclu^ liitrgralt* 
existiereii, so giebt es ;iiacli Art. [)(> auch Iiit(‘grult* <‘rHit‘r Hiuin luit. 
clieser EigenscliafL Wir erlialiea also durch Beaiitwortuug d(*r obig<*u 
Frage xugleicli Aunvlariaig u das in Artilad 1!) aufgeircliuu^ Pruldfiu, 
unter welchm Vmsldnden die hci chier amsvneesenllkh dnyHlfirvu Hlelie 
der UnhestimnUlieit evenhicU m Vddmdcn, dch bvdimnd n rliatleiiden Itei/ieN 
conven/ieren. 

Die tJiitersuchung dor aurgeworiVnen l<h*age wird ims auf den 
Begriir der llcduktibilUiit Hneanr lHj]hnmli(d(jlcichim^^ nihrtuij dtn* 
wiederuin interessanto Analogioen, aber auch Abwcichuugen im V<t- 
gleich niit der Thcorie der algebraiHchen Gleichiuigen zeigt. 

88. DiirorontialgloSohang niodrigoror Ordniing fur dio nich he- 
stimmt vorhaltondon Intogralo. Die l)iH\‘nMitialgl<‘It*luuig 

(2) e{x, y) if' -( 1- ■)>„ 1/ ( > 

habo in = 0 eino Htellc der Dubcsliiuniiluni, <lie a,usstu'Wi*senilich 
odor wesentlieh Hiugular sein Ivaiui; die Ihngebung diu'selbiui \ver«ie 
wiedor mit U bcjxoichnet. Allen Folgruule gilt auch daun, vvtuin // nur 
irgeud einen Krcisring mit dmu Mittolpuakt x « ^ 0 be'/(»iclmef, dfSHcn 
Flilcho keine Bingulilron Punkte entbillt mid dinsHcn inneiin* 
xungslcreis nicht ganz weggelanseu wenlen kauu. Nur d*T kiirzeren 
Ausdruckswcise wegou wollen wir forian iinmer ven dciu zueriif g«* 
nanuten Fall sprecluni. 

Imierhalb U gelte nun das bhuidaiuentalHjsiem vou (2) 

(^) ViVt • • * th) f/v-hl • * • Vnj 

von dem die Integrale y^...y^ sich bei a: «« 0 heHtimmt verhalten, 
wahrend alle von diesen linear unabhangigen Integrale, iunbeHomlere 
also • - yVn^ Bich bei x^i) unbestimmt verhaiieii. Bei einem 

Umlauf nm x^O innerhalb U geht jedes der Integrale i/^ l/y . ?/r 
nur in cine linearo homogene Function von diesen selbst dber; ihmn 
nach der allgemeinen llmlaufBformel (Artikel 5(5, Formel {il)) eine.*^ 
logarithmenbehafteten Integrals, in dessen lleilum silmtliclie Exp(uiem 
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ten der Potenzen von x sich nnr nm ganze ZaUen von einander imter- 
sclieiden, ist 

^ = COa [«/« + (2 TCi) g -j ] (« = 1, 2, 8, . . . r) 

wieder ein sich bestimmt verlialtendes Integral und daher nach der 
Definition des Pundanaentalsystems (3) durch • • yv allein ausdriick- 
bar. Bei der Einteilnng des Fundamentalsystems (3) in Gmppen oder 
Dntergruppen (s. Kap. XII) niiissen deshalb yi ... yv fiir sich in solche 
oinzuteilen sein. Wir konnen daher voraussetzen^ dass dies schon der 
Pall nnd dass bei dein Uinlauf jedes der Integrale yi y^ - • . yv sich 
nnr niit einer von Null verschiedenen Constanten multipliciert und um 
eine lineare homogene Function der ihin vorangehenden dieser Integrale 
vermehrt. Bildet man dann die Differentialgleichung 


y tJ 

K 

y ■ . 


Vi Vi 

// 

yx • • 


y-i 2 // 

2 //' • ■ 

y-a 


ft 


Vv yv 

y 

.fy 


so folgt nach Kap. X, dass diese bei a? = 0 eine Stelle der Bestimmt- 
lioit besitzt; d. h. 

Wcnn eine lineare homogene Differentialglcichmg Ordnmg lei 
einer Stelle der Unhcstimmfheit x — 0 v linear unabhdngigej sich he- 
slimmt verhdltende Integrale lesiM, so wird sie durch silmtliche Integrale 
einer Biffcreniialgleichimg Ordnung lefriedigtj die lei a? = 0 eine 
Stelle der Beslmmlhcit hat^). 

89. Zorlogung einos Dififorentialausdrucks. Aus vorstehendem 
Satz konnen wir nun eine interessante Polgerung in Bezug auf den 
vorgelegten Difibrentialausdruck P(a?, tj) in (2) selbst ziehen, die uber- 
luiupt iinxner dann Platz greift, wenn eine Differentialgleichung 
l\x^ y) ra^p^^y^ + H h Pny = 0 

mit boi X = 0 eindeutigen Coefficienten durch samtliche Integrale 
einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung 

Q(x, y ) ; -| h 2 r 2 / = 0 

mit ebenfalls bei x = 0 eindeutigen Coefficienten erfullt wird. 

1) Ve-rgl. FroboniuH, Cvelles Journ. Bd. 80. (1876). S. 326.7, wo dieser 
Satz fur DiHerentialgleichungou , die in x^O eine ausserwesentlich singularo 
Btolle Ivabcn, aasgesproclien ist. 
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Differenziert man nilmlich Q (n — i;)-nuil mich x uml hoI./. 

f - , 

uo 

so ist der Dilferentialausdruck 

nur iiocli von der (n — 1)‘““ Orduung, imd seine Cioeflicienten simi 
ro(x) bei x = 0 eiudeutig. Sio liaben aucli wie ■/•„(.«:) in 
dann eine wesentlicli singulare 8tello, wenn I* oder in x 0 
solclie besitzen. In gloicbcr Woise entfornt man aus diesem Dill 
tialausdruck auch die (w — 1)*" Abloitung von y durcli Snbfcra 
der mit einer leiclit zu bestinunenden, boi x = 0 cindeutigini l<’vni 
rj_(x) multiplicierteu (» — v — .1)'''" Ableiiung vuu V, sodass der I 
reutialausdriick 

P --1) 

nur nock (n — 2y™ Ordnung ist, bei a; =■ 0 . eindoutigo Coeriieii 
und in a: = 0 wie {x) nur dann eine wesentlicli singulare HtelU 
wenn P oder Q daselbst ci»e solclie liabcn. So fortlalirend ge 
man zn der Identitiit 

(5) l\x, y) — fo - • . . — : Six, y) 

wo S{x,y) ein Differentialaiisdruck hocliHtens — I )*’'*’ Onlmui*' 
■bei x — 0 eindeiitigen Ooefficieiiton ist, die obenso wii‘. die hd : 
eindeiitigen Fimctionen in x 0 eine weseuilicli s- 

lare Stello nur dann luiben, wenn dies von P otb'r (J gilt. I 
man noch die Uezeiclinung 

r) ^ — v — l) //) 

ein, so ist also nacli (5) 

(6) p(:^b2/) + 

Setzt man nun in (G) filr y der Reihe luieli n limnir umildiil 
Integrale von Q^O ein, so verscliwindet jedeHJual H und nurh 
aussetzung aucb P. Folglicli muss auch der Ditfereniialuus 
S(Xjy)^ dessen Ordnung <i; — 1, filr v linear unabhiingigo Funel 
verscliwinden; dies erfordert aber nach einem Saiz des Artik 
dass die Coefficienteu von Six^^y) Banillich Null siud. Dei 
ergiebt (6) 

F(x,y)i.liix,Q(x,!n) 

Oder kurz geschrioben 

.(1) Pr PW)- 

Wir wolleu sagen: der Diff'ereniialausdruck P ist hci x «« 0 ai 
LifferentialmsdrUcIcen Q und, Jt gusammcmjcsdzt oder in dicse scr 


89.] Stellen der Unbestimmtheit etc. Reduktibilitilt. 133 

Die lieihenfolge der letzteren ist natiirlich wesentlicli; wir wolleD, wie 
hier, immer den ,^inneren^^ (Q) zuerst nennen. 

Die Herleitxing von (7) zeigt noch, dass^ wenn P und ^ in = 0 
keine wesentlicli singulare Stelle haben, das Gleiclie aucli von B gilt. 
Somit Jbaben wir den Satz^): 

We7^n erne Bifferentialgleiclmng Ordnung P=0 durch alle In- 
tegrale einer Biffermtialgleichtmg Ordnung (v <Cn) Q ===> 0 erfUllt 
wird und die Coefflcienten von P und Q lei x — 0 eindeutig sind, so ist 
P lei X >== 0 in Q und einen Differ entialausdruch (n — Ordnung B 

mit elenfalls lei x — 0 eindeutigen Cocfficienten Bcrleglar. Ist x = 0 
fur P und Q a■usser^vesentliclt singiddre StellCj so mich fur B. 

Uingekelirt ist evident, dass, wenn der Differentialausdruck 
D{Xjy) wie in (7) zerlegt werden kaim, alle Integrale von ^ = 0 der 
Gleicluiiig P==0 gentigen, well B{x,y) = 0 als liomogene lineare 
Differentialgleicliung das Integral Null besitzt. Die Integrale 2/i 2/^ . . . 2/^ 
von Q = 0 siud aber erst v linear nnabbangige Integrale der Diffe- 
rentialgleicliung Ordnung P = 0, und wir gelangen folgender- 
luassen zu n — v weiteren. Es sei 

. nv^l + . . . Vn 

oin Eundaraentalsystem von P(a;,j/)=0. Dann sind die Integrale 
dor nicht liomogenen Gleichungen 

(8) Q(p^j y) (a=:l,2, r) y 

je eines von jeder, die wir mit yv-^ 2 , . . yn bezeichnen wollen, 
n — V Integrale von P«= 0. Die Integrale 

2/t 2/‘2 • • • yv 2/v+i • • • 2/« 

siud abcr linear unabliilngig. Destiindo namlicli eino Relation 
00 ^i2/i + • • “ + V'vyv + CV-f-ty/r+i -f- • • . Cnyn 0, 

so dtlrften in dieser niclit alle 6V+i . . . Null sein, weil die y^.-^yv 
untor sicli linear imabbilngig siud, und es diirften nicht alle Gi.,.Gy 
Null soin, weil aus einer linearen Abhangigkeit der ... 2/^, unter 
sich cine solclie der nach (8) folgen wiirde. Es miisste also in 

(9) ndndestens eines der . . . 6V und eines der . . . 6^ =(= ^ 

’sein. Wilro also etwa G^=^0^ so ware nach (8) und (9) 

1 1 

?: ■ — ,, (C'a?/., 6»?/v) — W ((J,.+ iyv + l + • • • + ^nyn), 

worin die zweite Klammer niclit identisch Null, ein Integral der nicht 
liomogenen Gleichung 

1) Vor^d. Frobenius, Crelles Jouni. Bd. 76. (187S). S. 257. 
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/r-V / \ V -J- 1 ^7t 

Q{pOj y) + l '^In } 

walirend docb ein Integral der reducierten Gleichnng Q — 0 ist. 
Eine Kelation (9) ist daher ausgeschlossen, und wir liaben das Er- 
gebnis ^): 

Wenn ein Differentidlausdruck Ordnung P sich in zwei andere 
Q und E hem. und {n — Ordnung mlegen Idsstj 

P = Ii(Q), 

so erJidlt man ein Fundamentalsysiem der Qieichung P = 0 durch ein 
solches von 

Q = 0 

?/i 2/2 * Vv durch je ein Integral der n — v nicM • homogenen 

Glcicliungen 

Q = oe (a == 1 , 2, . . — r) j 

wo rjn ein Fundamentalsysiem von E = 0 ist. 

90. Zerlegbarkeit eines Differentialausdrucks mit bei x = 0 zum 
Teil sich bestimmt verhaltenden -Integralen. Die allgemeinen Ergeb- 
nisse des vorigen Artikels wenden wir nunmehr'* auf die Differential- 
gleicliung (2) bei den ini Art. 88 gemachten Voraussetzungen an. 

Zu dem Ende bezeichnen wir die linke Seite der Gleicbung (4), 
wenn sie etwa in die Normalform bei oe = 0 gesetzt ist, mit 

und finden demnach eiiien Differentialausdruck (n — Ordnuug 
E(Xyy), sodass GL (2) die Form erhalt 

(2*) F(x, y) = B (x, AQc, y)) = 0 

Oder P = j5(^) = 0. 

Wie wir wissen, liefert A — 0 samtliche sich bei a; = 0 bestimmt 
verbaltende Integrate von P = 0 (s. Art. 88). Die iibrigen Elemente 
eines Fundamentalsy stems von (2*^) in der Dmgebung von x ^ 0 
miissen sich daher dnrchweg unbestimmt verhalTbn. Daraus folgt, 
dass auch alle Integrate von 

^ P=0 

sich hei X = 0 unbestimmt verhalten. Ist namlich rj ein Integral von 
B = 0 y so ist nach vorigem Artikel jedes Integral der nicht honio- 
genen Gleichung 

A = rj 


1) Vergl. Frobeniiis, Crelles Journ. Bd. 76. S. 269. 
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ein von den Integralen yi y 2 • * •Vv von J. == 0 linear unabbangiges 
Integral von P=0. Ware nun ri ein sich bei x = 0 bestimmt ver- 
lialtencles Integral, so konnten wir annehmen, dass es logarithmenfrei 
ist; denn wenn die Differentialgleiclmng jB = 0 liberbaupt sicli be- 
stimmt verlialtende Integrate besitzt, so besitzt sie jedenfalls auch 
ein seiches von der ersten Stufe. Dann wilrden sich aber auch alle 
Integrate der nicht homogenen Gleichung A = bestimmt verhalten, 
da die reducierte Gleichung J. = 0 bei x — Q eine Stella der Be- 
stimmtheit und die homogene Gleichung (y + Ordnung, der alle 
Integrale von A = ri genilgen, bei rr « 0 wieder dieselbe Eigenschaft 
hat (s. Art. 58). Wir wiirden demnach ein von yi • • - Vv unab- 
hangigea, sich bestimmt verlialtendes Integral von P = 0 finden, was 
ausgesclilossen ist. Demnach mussen alle Integrale von P = 0 sich 
unbestimmt verhalten^). 

Wir fassen das Resultat der ganzen Untersuchung in dem Satz 
zusammen: 

Wenn die 'Differentidlgleiclmng 

J?(x, y) = 0 

hei der (wesentUch odcr ausscrwcsentlich singuldren) Stelle der llnbe- 
stmim(heit .z; = 0 genau v linear unalhdngige^ sich bestimmt verhaltende 
Integrale hesiM, so ist P(a?, y) msammengeseUt aus einem Differential- 
ausdruck Ordnung A{x,y)j der bei x = 0 eine Stelle der Bestimmt- 
licit hatj und aus einem Differentidlausdruch (n — Ordnung B(Xjy), 
dcK bei X = 0 eine Stelle der Unbestimmtheit hat 

P = P(^). 

A ™ 0 hat also nur sich bestimmt verhaltende j B — 0 hat nur sich 
unbestimmt verhaltende Integrale. 

01. Spooialisierang fiir ausserwesentlioh singular e Stellen. Zer- 
logbarkeit dor Kooursionsformel. Nehmen wir jetzt an, x — 0 gei 
keine wcsentlich singuldre Stelle, so lilsst sich aus dem vorstehenden 
Resultat noch ein interessanter Schluss in Bezug auf die Kecursions- 
formel und die determimerende Gleicbung von P==0 ziehen. Wir 
knupfeu zu dem Ende zunilchst wieder an die allgemeinere Untersuchung 
in Artik(3l 89 an und setzen voraus, die Differentialgleichung Ord- 
nung P = (), die in x=0 keine wesentlich singuliire Stelle hat, 
werde durch samtliche Integrale der Diferentialgleichung Ordnung 
(3«=0 hefriedigt, welch e in ir = 0 ehenfalls keine wesentlich singulare 

1) Vergl. t'robeniuH, Crelles Journ. Bd. 80. S. 326. Satz 8. 
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Stelle bat. Beitle Dif&reiitialausdruckc donken wir hub in die Noriunl- 
form bei = 0 gosctzt 

( 10 ) y ) " ^ + '"h 'Prt// ==•' 

(11) Qi^, y) -- + • • - G.y -- 0 , 

wo die und Cl gewobnlicbe rotenzreihcii niiid uiul wodor die iioch 
die Cl far x ^0 Bamtlicb verBchwiiuloii. 

Nacb Artikel 89 giebtes daMii eiium DiirereiitialauBdriiek (m •ry*'*' 
Ordnung 

( 12 ) li{x, li) r i ru?/('‘' + ri;//"-'— H 1- r„ ,//, 

der bei a; == 0 obeiifallH keiiio woHenUieh Hingulilre Hlello bat uiul 
derart gcstaltet iat, dass 

(13) J>(.r, ?/): nix,Q{x,!j)). 

Heien nun 


(10“) 

l'\a 

(hk('k + (^kk -if'/'—l "“h * * 

■ + 

0 

(11") 

(hu 

• <Jkk('k H*- <Jkk + * " 

• "i" yka(%i 

..... 0 

(12") 

lha " 

hkk('k -h /^AA — 1 + • • 


0 


die RecurBionsformeln von bezw. (10)^ (10^ weuii man in jedtau 
diesor DilierontialauBdruckc subatituiert 

li’eriior aoi Ji{x, y) die Nonnalfonii, in welclin man uiudi don DilTts 
rentialauBdruck Ji(x,y) bei 0 diindi MulUidicalion mit i-iinn- 
geoignetm Pofcciiz von x Hofczcn Jauiii, Hodasw 

(14) M(x, y) n?- 'It(x, y), 

wo X cine positive odor uogutivo ginizc Zalil odor Nnll isl. Dunn ist 
nach Art. (! Formcl (5“) 

(10'-) l>{x,ri) 

ik) 

(‘1’') Q(x,v) a,. . ,, I 

(A) 

(i2>o 

(0 

Setzt man daher in (13) bo ergiebt sick die liiikc! Seiie 

dieser Identitat nnmittelbar aua (10‘’); die rechte Beite aber aiw 
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wenn nian nur statt der Cj, (/c = a, a + 1, . . .) in lha die 
(7c'== ay a + 1, . . .) einsetzt, d. li. es wird 

(15) {hkGkoc-i- + • • • + haGaa)iX)^'~~^ 

(A) 

(A=5 «, a 1, . . .) . 

Setzt man noch ziir Abkiirzung 

( 16 ) hckGka’-^hk A— +••.-[- hicuGaa IIka{Gka) ; 

SO liat man also iiacli (13) 

(1.7) (.• = ., « + i,...). 

Hier ist links die niedrigste Potenz der Summe; damit dies aucli 
rechts der Pall sei, muss, da a giinzlicli unbestimmt ist, X notwendig 
«= 0 sein. Hieraus folgt aber nach (14), dass der Differentialausdruck 
li(Xj y) selbst sclion die Normalform lei x — 0 bat, und die Identitat 

(17) lautet 

(17“) ^ , 

(A) (A) 

sodass man weiter die Ideiititaten 

(18) FkaJ^ JIka{Gka) 
erhalt, oder ausfiibrlich gesclirieben 

(18^) CtkkCk + akk-lCjc-^l -f* • • • + (haCa B-i 

IkkiOkkCfi + yUk—l Ck’-l + ' • • + (/kaCu) 

+ lkk--l {<Jk-^\, A— 1.Ca— I -f* • • • + ^A — 1, aCt^ 

“P IkaOaa^a • 

Vergleiclit man liierin die mit demselben c miiltiplicierten Grbsseii 
auT beiden Seiten, so ergiebt sicli endlicli 

' akk. hkk(jkk 

(10) ' (ZaA — 1 == thkOkk—l + lkk--l{]k — l A — 1 

Beacbten wir nocb, dass in der ersten der Identitaten (19) ^aa, gkk^ 
hkk die zu a: = 0 geborigen determinierenden Functionen von bezw. 
P, Q, 11 sind, so konnen wir die in diesem Artikel, insbesondere in 
den Formeln (18) und (19), gewonnenen Resultate folgendermassen 
aussprechen: 

Wird die DifferenUalgleichung Ordnung P = 0, welche lei 
X — 0 koine ivcsenlUch singnUiro Skllc tmd die Normalform hat, durch 
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alle Integrale der Diffh'cniialgleicJiung v'"' Ordnung (^, — - 0 o fiiUt, tirlrhc 
lei X = 0 cbenfalls Iceino wesmUich singiilarc Idldlc und die Nonmdform 
hat, so ist 

wo It cin BijfcrentialausdnicJc {n — 7')'"' Oniining isl, nrleher iriedmiin 
lei a;=0 Jeeine ivescnttich singuldre Hlelle und die .Nornmlfonn lud. Die 
Beciirsionsformcl von P== 0 ist aus down von Q 0 and it ■ (l ga- 
sammengesctut 

und die determinierende Function von F ist dus I'mluht dirjenigen r<>i/ 
Q und It 

i<kk ' i gkk Ihk • ') 

Wonclon wir diosen Satz auf unsor AuHffaii.«:sprol)l(>m an, wnlini 
P==0 in a; = 0 cino Stcllo der UnbeHthnmtlioii, haben, alter imt/, 
dem eiii Toil der Intcgralo boi x 0 boHiimmleH Verbalten zeigeii 
sollte, so orgiebt sich uuniittclbar daraus, dawn dunn (^> (oder ./I in 
Artibel 90) in x = Qi oiuo BestiiumlheitssUdle babeu inu.sMte, der 
Satz"*): 

Die AnsaJil der linear unaVhmgigcn, sich lei .c 0 hcstiniml ver- 
haltemkn Integrale d(s IH/ferenlinlglcichung 0, die in .c - ’ () 

iceine wescntUch singiddre Hkllc hat, ist liuclistnis glcirh dem (irude der 
determinierenden Function von F{:x,y) und genan gleich demsvlbrn, urnn 
hei der Zerlegung 

F /F{A), 

wo A in a'=-0 eitic BeslmmtheitssleUc hat, die. deirniiiiiirrendc Function 
von F cine Constanta ist. 

Oeu cistoii Xoil dieses Maizes baiten wir atudi ho tn'Ht'ltlif'ssen 
kbnnen: Woim die Diflerontialgloicliung F^^O v linear nnubbiingige, 
sich boi X = 0 bestimint verliallende Integrale btssitzl, dari' man 
annehiiien (s. Arii. 7 1), dass nicht zw<ii von ihnen zu tbnnHelbtm an 
gleiclicr Stello Hlobendcn lixponenten gohbren. l)ann uuihh alter die 
determinierondo Gleichuug nach Artikel (iO inindeHtenH jA " (IriuleM «eiu. 

02. Zerlegung eines DlfferentialauBdruokos in DifferontinlauH- 
driioke erster Ordnung. Obwohl das TUr das gegonwiirtige Kapitel 
aufgestellto Problem bereits seiner Lbsung zugefahrt ist, wolleji wir 
die Zerlegung von Differentialausdrucken, welclnt bei jener Untorauelumg 
als Mittel diente, noch etwas weiter verfolgon. 


1) Vergl. ProbenitiB, Crelles Journ. Hd, so. S. 821. 

2) Ebenda S. 380. 2. 
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Die Differentialgleichung 
(20) Fix,y)==0 

liabe in der Umgebung U von x — 0 eindeutige Coefficientenj gleicli 
viel welclier Art die Stelle x = 0 im tibrigen sei. Nacli Kapitel XII 
giebt es daim jedenfalls ein innerhalb U giiltiges Pundamentalsystem 

2/i 2/2 • • • yn, 

das in Untergruppen eing^teilt ist, sodass bei einem Umlanf um x—0 
jedes Integral sich mit einer von Null verschiedenen Constanten mul- 
tipliciert und lioclistens nocli um eine lineare bomogene Function der 
vorangebenden Iiitegrale vermebrt (wenn wir uns namlich in der Folge 
von zu yn die Elemente jeder Untergruppe nacb wachsender Stufen- 
zabl geordnet denken). Diese Eigenscbaft bleibt also besteben, wenn 
wir am Ende der Reibe j/i 2/2 • • • 2/« beliebige Anzabl von Inte- 
gralen streicben. Nacb einem Satz des Artikel 72 gentigt daher jedes 
der Functionssysteme 

y^ 2/2 .. . yx-^iyx = 

einer linearen bomogerien Differentialgleicbung bezw. /L^^^Ordnung, welcbe 
bci X — 0 eindeutige Goefficienten hat. 

Hezcicliuen wir die Differentialgleicbung ftir die Integrale 


2/1 J/ii • • • 2 /n-~l 

mit 

P'=0, 

so ist nacb Art. 89 P zerlegbar in P' und einen Diflferentialausdruck 
(n*ster Ordnung I\ mit ebenfalls bei a; — 0 cindeutigen Goefficienten 

Pee=P*(P0 

odor kiirz gescbrieben 


P' ist aber wieder zerlegbar in einen Ditlbrentialausdruck {n — 
Ordnung F'\ wenn namlich P''= 0 die Gleicbung fiir y^ . . . 2/^—2 
ist, and einen Differentialausdruck erster Ordnung Pw—i 


sodass 


Pe-PA^iP". 


Bo lortialnamd gelangt man zu der Zerlegung von P in n Differential- 
ausdrucke erster Ordnung F^, P^, . , Pn— 1 , Pn? die samtlicb bei 
X 0 eindeutige Goefficienten baben, 

( 21 ) FE:BFnFn^iy.P,F,. 

= 0 liefert also das Integral y^j F.> Pi = 0 wird ausser durcb y^ 
nocb durcb y^ befriedigt u. s. w. 
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\i)% 

Wir babcii also den Satz: 

Jcdcr Bifjh'entialatisdn^^ Ordumuj 

y) 

mit in dcr IJnujcbung von x — 0 ehukvligcn (^lofltrirnfoi liisst sicli in n 
Diffcrcntialausdrikh mler Onlnmuj mit cbcnfalh (wl ;r 0 ohukntHjai 
Cocfficienten 



mlegen. 

Nelimcn wir iiisbesoiulere an, diiss P Ixu .r O eiiH» Sitdle din' 
Bestimmtheit liat, so gilt nach Ka,j). X das (ilt'iclic* aueh v(m jcuhnii 
der Differentialausdrllcbe 

7 ) 7 ) p ’p p I> 

Polglicli kaim zimiiclist it a; — 0 keine vv(‘S(niili<‘h singnlun* Hiella 
liaben, da J.\ imd in elm^ auHsin'wrseniliidi Hingulilrt'. 

Stelle liabon (Art. 89). Kbenst) orsehliisssli nuu^ class in 

x — 0 niir einc ausserwesentlieli Hiiignlurc^ vSi(‘ll<‘ habcn. Da min ab(»r 
der Grad dcr dcterniiuiereuden Kuueiioii von it I\ 2, dt?r von I\ I 
rind nacli Artikol 91 der Grad den* (leicnauinicTemlcm Kimeiion von 
1\1\ die Summo dcr Grade der did.c'rminienmden Kumdionen von 1\ 
uud J\j isti, so folgi, (lass di(*s<‘r Grad aindi lad l\j cbm W<‘rl 1 liul, 
d. L dass It ebenfalls in a; 0 (^ino Sidle den* He.stinunilnn't. Iia,i. 
Das Gleiclio orgiebi sich fur uud wir luibeu das l{e^alli,aiI}: 

Ilat dcr .DilJhrntiaUmsdm^^^ id""' (h'dmaKj l\xpif) in ,r O cif/r 
titdlc dcr JlcslhnfulhcUj no gill dasscllH' von drn I dfjrn'niifilnukdrdrhn 
crslcr Ordnung 

p p p p 

I ) • *1 y ' * * 1 ^ n ■ l y ^ ft j 

aus (Icnau man ./' gumnmcnsclpoi kann. 

Dio Zerleguiig eines DittoroiitialiuiHilruc.k.s in I )iirfrcniial!mH.lr(i(^Iv(! 
erster Orcbmng, — die man aiudi Zninjmui in .si/mhi>lixtiir {‘rirnfakh 
rm gcnaimt hat'-*) — crinnert mm vviinlor uul' das Lidduiilfslc an die 
Zerloguug oinor ganzon rationalon Ktmoiidii in lntn'url'iikf<(r( n, nur 
dafSH (liewe syinbolisclioii Kaktoren iiu allgotnoimm niolit. uniorcinamlor 
vortansebbar Hind. Wio aber dio Zcrlogung (unt'r ganzcii I'liiiclinii in 
Linoarfaktoren nur mbglicb ist, woim man den ( iooriic.iimtou dor Idz- 
teren den woitesten Spielraum liisHt, — <!h sind ja dio Wurwdn <Iit 
algebraiachen Gloichung — also w(itm man iiadi dor K ronookor’sciion 
Ausdrueksweise die Wurzoln der Oloieliung selbst. dom Itattoiialiiats- 
bereicb adjungiert, so ist die Zerlegbarkeit- aiudi bier (naeit dom ulD 

1 ) Vgl. Ij’robenius, Crollos Journ. Ud. 80 . H. 325 . 5 . 

2 ) Ploquet, Annales do I’dcole normale, ‘Z”" sdrio, t. 8 . (1870,1. Suind. H. 78 . 
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gemeinen Satz dieses Artikels) nur so moglicli^ dass von den Coefficienten 
der Primfaktoren lediglicli die Eindeutigkeit ausgesagt werden kann. 
Die Eindeutigkeit war aber aucli das Einzige, was dabei von den Coeffi- 
cienten des Diflerentialausdrucks P(Xy y) selbst vorausgesetzt wurde. 
Bleibt man also bierbei stelieu, so ist es unmoglich, fur lineare Diffe- 
rentialgleicbungen eine der IrreduUiUUtdt und BediiUiUlitdt algebrai- 
scber Gleicliungen analoge Eigenscbaft zu definieren. Wollen wi^ zu 
eineni solclien Begriff gelangen, so mussen wir daher mindestens die* 
erste mogliclie Einscbrankimg treffen , namlicli die, dass = 0 Iceine 
wesentUch singiddre Stelle sein soil. 


ft 3* Reduktibilitat linear er Differ entialgleicbiingen. Ist 

( 22 ) Fix, 2 /) = 0 

eine Differ entialgleiclmng Ordnung, die in x — 0 heine wesentUch sin- 

giddre Stelle Jiatf so nennen ivir dieselbe ^jbei der Stelle x^O reduUiheV\ 
wenn sic mit ciner Di/fercntialgleichimg niedrigerer Ordnung von derselben 
IJeschaffenheit 

(23) «(^b?/)=0 

ein integred geniein hat, andernfalls „irreduktibel hei x ~ 0“ ^). 

Angenommen F=[0 sei reduktibel, und die Differentialgleichung 
niedrigerer (i/^'*”) Ordnung Q == 0, mit der sie ein Integral gemein 
liat, soi irredtiUibeL Nacb Artikel 89 konnen wirP in die Form setzen 

(24) F.:::E(g) + S, 


wo B und S bei jr = 0 wieder keine wesentlicb singuliire Stelle 
babei), Ji von der Ordnung n — und 8 bochstens von der Ordnung 
v 1 ist. Betzt man in (24) y = ti, so vcrscliwinden Q und F, folg- 
lich muss aucb 


s{x,n)-^o 

sein. Da aber Q=^0 irreduktibel sein sollte, also mit der Differential- 
gleicbung niedrigerer Ordnung /S«=»0, die bei x^O keine wesentlicb 
singuliire Stelle bat, kein Integral gemein baben kann, muss fiir jeden 
W<‘rt von y 

8(se,y) -O 


sein, d. b. wir baben 
odor den Satz"): 


F::J{(Q) 


1) Ver<^d. Frobenius, Crollcs Jouni. Bd. 80. S. 322. Zu unterscheiden liier- 
von ist die auch von Frobonius (obenda, Bd. 7G. S. 237) gegebene Definition. 
S. aucb KoenigHbergor (ebenda Bd. 90. (1884). S. 123). 

2) DicBor und der folgondo Satz sind nebst ilirer Ableitung nabezu wOrtlich 
von Frobenius, Crollos Journ. Bd. 80, S. 257 u. 258, entnommen. 
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We7^n erne lineare Bifferentiolgleichimg mit emer irreduMihl 
^''entialghicJmng em Integral gemein hat, so wird sie durch sdmi 
tegrale derselbe^i erfullt 
Sind 

P = 0 und P^ = 0 

zwei Differentialgleichungen bezw. und Ordnung, die To 
keine weseutlicli singulare Stelle liaben, so kann man die F] 
nnd Toezw. welcUe Integrale sie gemein habeu, durch ein "V 
entscheiden, welches demjenigen zur Aufsuchnng des grossten 
samen Tellers zweier ganzen Zahlen oder zweier ganzen Fn 
Yollig analog ist. Es seii«^%; dann konnen wir die 
Identitaten bilden 

p =p,(p,) + P2 

P, =P,(P,) + i’s 

Pt — 1 = Ri (Pi) + Pi + 1 ; 

WO alle P und R bei ic = 0 immer wieder dieselbe Besch 
liaben, und, wenn rik die Orduung von P^ ist, die Ungleichu: 

n2> • • •> n-i^ ni+i 

bestehen, die zur Folge haben, dass man endlicb zu einem v( 
denden % gelangt, namlich spatestens fiir Es 

das erste verscliwindende njc, sodass Pt+i ein Dififerentialaus(3 
Ordnung ist, d. h. 

(26) PiJ^i = g)(x)y. 

Nach (25) muss nun jedes Integral, das P — 0 und Pi= 0 
sam ist, auch P^=0, P8=0 u. s. w., endlich auch Pf = 
P^j^i = 0 erMlen, und umgekehrt ist jedes gemeinsame 
dieser beiden ein solches von P = 0 und P^ = 0. Ist .dahe; 
(p{x) von Null verschieden, so haben P = 0 und P^— 0 
triviale Integral j/ = 0 gemein. Ist aber^ 9 ?(a;) = 0, so sind 
tegrale von 

A Pi = 0 

auch Integrale von P = 0 und P^ = 0 . Hieraus folgt : 

Wenn eine lineare Differentialgleichung reduUibel ist, so 
eine Pifferentialgleichung niedrigerer Ordnung, deren sdMtliche 
der vorgelegte7i geniigen, 

Ist nun die Gleichung G = 0, deren samtliche Integral 
erfiillen, selbst wieder reduktibel, so giebt es eine Differential^ 
noch niedrigerer Ordnung, deren samtliche Integrale Q — 0 r 
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/> ===. () eri'illlen; “u. s. w., bis man m einer irreduktibleii Gleichung 
2\ — 0 gelangt^ deren sllmtliclie Integrale P = 0 geniigen, sodass 

Ebenno kaiui man aber anch die Gleichung S = 0 iiiid folglich den 

Diiroreiitiahiusdnick S beliaudeln; n. s. w. So kann^man schliesslicli 

' % 

./’ in ilio Form briiigeii 

P^.TxTx-x...T,T„ 

wo 'J’x, Tx—\, . ■ . , 2\, 1\ lauter irreduktible DififerentialausdrQcke 
^!in(l, (loreii Onliuuigszablen die Summe n baben. Also; 

Kin mlnMiblfy J)ijferaiHal(utsdrucIc Ordnung JP(x, y), der bei 
X = 0 keiue tixxeulltch singuldre Stellc hat, Icann in eine AmaJil irre- 
dukUbler aymbolischcr FaMoren scrlegt werden, sodass die Summe von 
deren Ordn'ungssdhlen gleich der Ordmmg n von P ist. 

Kincu Specialfall dieses Satzes Imben wir bereits in dem zweiten 
yatz d(!8 Artikola S)2 kennen gelernt. 

il l . Naoliwois der Existena irrodiiktibler Differentialgleicbtingen^). 
Wir woilcu uus nocb davou uberzeugen, dass es in der That irreduMible 
linaire Diflhrenlialgleiehungen jeder Ordnung ilberbaupt giebt, da dies 
ja ans d(;m Vorbergehendon nocb iiicht zu ersehen ist. Wir braueben 
zn dcin Knde iiur nacbzuwcisen, dass es Differentialausdracke Ord- 
iiung giebi^, die uiebt in zwoi aiidere zerlegt werden -komieu. 

Dio Dinbreiitialgleicbung Ordnung. 

V27) Fix, y) a;'* H + ^» 2/ = 0 , 

wi'lcbo li(;i ,<; • -0 die Norinalform babe, sei so besebaffen, dass in der 
zugobbrigou Itooursiousronucl 

(2H) Fku '■ (hkOk + (ikk-l Ci-i + ■ • • 4- ttkaf^a — 0 

axk von k uiiabbiiagig ist, aber den bbebsten mbglicben, namlich 

d(*n n‘"'* Orad in k bat. Diese Bedingungen sind leiebt zu erfiillen. Da- 
niil, (hk voin (>“" Grad in k sei, ist notwendig und binreicbeud 
(s. Art. 8j, das.s 

(211 j 'jlioCO) = (),..., (0) = 0, (0) 4= 0 . 

blacdi Ariikol (i (7) ist 

n, 2 ~ - 2) . . . {k -n + v), 

0 

WO 

l) Vergl. FrobeniuH, CvoIIch Journ. Bd. 80. S. 332. 333. 

Ih* ff t <• r, Hlffmunllalgtoiclvuugou. 


13 
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Damit also (h^^t voin <inul in A’ Nfi, ini iiml 

clieud, class 

(30) %\liP) i 

Wir sc^lu^Ji also zunileliKt: 

J)k f}oiwm(i^joi vnd hhu vivlirudi n lU-iliuii^niiiui naiitr, tins: 
(r. czr::^ {) (jcliilriiffn /*!.<', //I M,, , r 

ax.x>--i voni (Irnd hvnivhvn dann^ dasn da- I hfjf rt ii! mitj 

die (ledaU hal 

(27") /\:/.’,?/). ^>-1 .-• ! rf., ,y..| f. 

wo "Jlii . . . *5^,, ifCW'dhnUvhr I\drH,j'tdini Vtm .r sind and 
fllr X =■= 0 nicht vmvhinndvH, 

low l)inereni/uilgl(‘ii*hu!ig(‘ai, in clanai */u s <»■ 
sioiisfonucd (28) Uf^}. vom ()**% c/a-- i voia #i^’” ^ira,*l i..H{. ml iih-r 
zu zeigon, class Hie bei r-v-i () irnMluktiln'l HiutI, Witra nilitii 
J)inorciutia,luus(lnu*k P{x^ }j) <dia»r Kelcluai Ulaiahun^^' /,rrli>0*ar 

DillereDtiialauBclrileke iiicalrigerer, iuhI (// pf* be 

d ei i lIcuiuvHioii Hfor iiiel u 

* (hit • " auil III,, o , 

so ware, wcain alb^ cln^i DiilVri'iiUalaiiHdrib’ki* <li*» NMiuiulboiii 
juicli cler ersteii cba* <fb‘iflnuip:f*ii (10) 

CO A //A4//U , 

also //AX' uiid //XX- wie c/xx voiu Hnid u> A. In ilrr /.un 
(Jlco'clmiigcai (10) 

c/ax - -i hkk ihk I ' 1 ■ ln% 1 ih t 4 I 
wilre al)(:‘r rcudiis //x-x. a hmvliHieuH hu i liiM'liHifirM in r 1*'"“ 
alHO clic^ reclite Heiie jcHleuiallH von nitalri|/ere*ti hIh tlmn 
wuhreud links a^k \ (inides ini, IHe <Ueirbiin|»' /’ -- -ci 

irrcduktibcd bei wcnn sn^ dn* ^b'.’siuH Iml, mtd \\n’ 

den Satz: 

Die (llrie/mn;/ 

if" '' --l f in' \ 'l'..'/ " 

wo , . . ., '!|4„ (jcwoknLichr. PolriisiTilnii run .r MHi/ UHti 

'^J„(0).}.O, 1 (t, 

ist bei X =» 0 irrednhtibel ’). 

05. Boispiolo. Wir wolltiu iioch einigi? Hi-iMpiclt' fUr «ln- i> 
sich bestimmt verhaltoiider Iniegnile boi cinpr tliT Unix-! 

1) Vorgl. I'loquet, Annale* do I’dcole norm., 2>«e nurie, t.fl. (t87a). Hui 
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lieit luid fur die Reduktibilitat linearer Differentialgleiclmngen folgen 
lasseii. 

Schon in Artikel 23 zeigte das zweite Beispiel 
(31) ^ xy — x(l +x^)y^0 

die Existenz eines sicli bei der Stelle der Unbestimmtlieit x = 0 be- 
stimmt verlialtenden Integrals 


y ^ 

Wir wissen jetzt, dass Gleicliuug (31) infolge dessen reduktibel sein 
muss. In der That geniigt y — der linearen liomogenen Dififeren- 
tialgleichung erster Ordnung 


y — y^ 0 

Oder in Normalform geschrieben 


(32) Q{x, y) = xi/-- xy = 0 , 

untl man llndet leicht, dass 
P{x,y) 

wenu 

Jt{x, y) ;-H x‘y'-\- (1. - x + af^y . 

Dio Recursionsformeln von P = 0, Q — 0, JR == 0 lauten bezw. 
(h. Art. 23) 

— Ck^i + (k — 2 ) 1 ( 4 - ) Ck—i— 2 ] + ( 4 — 2 ) cja '— 2 — ^*—3 = 0 

Gka " kCk — Ck^i — 0 

Jlk a • : Ck “f" (4 2) Ck 1 + — 0 ; 

sodasH 

Fka^SEkaiGka) 

iind 


akk Jlkk ffkk 

odor 

h --3 1.4, 

da Mcr Jhk^i iBt. Dies ist mit den allgemeinen Formeln in Art. 91 
ill Uebereinstimmimg. 

2. Beispiel. Das dritte Beispiel in Artikel 23 
(33) B{x, y) 3-^: x{2x — 1)2/'+ 2 / === 0 

liat bei x — 0, obwolil die detcrminierende Function ersteii Grades 
ist, kein sIcli bcstimnit verlialteiules Integral, wie dort (S. 44) nacli- 
govviesou wurde. Die Zerlegbarkeit der zugehbrigeii Recursionsformel 
(4 1) Ca + Ick^x] ^ (4 -V)Gka = 0, 


wo 


(ha ^ — Ck + 4Ca — 1, 

lasst aber vormuten, dass die Gieichung reduktibel ist. 


In der That ist 
13*" 
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Q{x,y) .'ir ?/'-]- (.i: - 1)'/ ■■■ ■<> 

eiiie Dilioreiitiiilgliiicliuiio' luii dt-r .Ut>riir,sic>tisruriiiid <> uii 

P{x, y) 

weim ^ 

wo (lie RocurHionstbrniel von 

./ 4 . 

lautet, soclass 

Kif • 

Die isi also wirldirli nnlukiilH*!. \\iiiirt‘iul uIh 

cler Zerlegiaig voii (HI), wi'lrlu' t*in H\vh vtniiulU'iHlrH la 

besitztj d(5r ])illbr(‘niiula,usilriH’k G licit.s^rNtu] 

und der aiisscre U dies dta* llaluiHtianuiladi. ist vh liri id’D ua4|.^*idi» 
Da ,./i==() das luit'«.;nil f/x-'-a* liai| Hind dii* luti'grab* vmi j 
die voi) 

Q :i;'* // I (j' ■ - I ^ 

laid 

Q a: C^’ ■ ^ 

a=» (I lielerti dan Iiib^gral 

} 

\ 

' 

.Duh Jute^ral voii Q j: n srt/J, aaui in tl«'r td.itall an 

and liiulci, daiin (lurch Suh.siiiuiioa in die Glidclaiiij* ^ 

» * 

/\.f) 

soiu aiuss. Dtauuaidi niiid (li<^ !iiit*grule vcai /* ■ n 

I ^ , i 

1 .r I ,r i r , 

th j //,! J 

beide uabeHlimmt bid :r 0^ wie vh die Tlieiirie erfbrdert, 

.7. J}els})icL Eudlicli aoidi ida lkd«|did zur llliadniidua ite 
ziohimg yAvinidiea deii daierauiiioreaden Kunetiuueii xwvivr llilim 
ausdnlcke uud (1(3S auH jeaea '/UHamau.sageHet'/.i*ai DiUVraiitiulauHil 
Bildet man aua 

+ 11 , 

1 ) Es waro eino wCiiischciwwerU^ Ergiinzuag Hiaiirii* , weim i^i 

"weisea lieEB6, dass eine IHfiei’eaiiiilgltdrhuiig, tU'*ri.ai Fii 

keino Constante ist, stetn reduktilxd ini, Diener lleweiM Id, wndid cli*r \ 
■weies, bislior noch niobt erbraclii worden. 
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elche die Normalform liaben und deren determinierende Punctionen 
izw., 

Qkk ^ — 1 ) 

llki: = Z; -j- 1 

lid, den DiflEerentialausdruck 

l/zEiIi{Q) ~ x‘^(S + oo)y"~{- 2xy 

it der deternnniereiiden Function 

aa - h{k 1)(Z; 2) + — 1) ^ (1, + 1)7^; {I - 1), 

) liat aucli P die Noriiialform, und es ist in der That 

aick ^ hkgkh . 


KapitH^l XIV. 

Die Iiitegralo in dee IJmgelnuig uuendlieh geoHser Werte der 
iiiu'il^liaiigigen V ariablen. 

96. Transformation, mittolst rociprokor Eadion. Wir habeti 
bisher filr die Uingebiuig aller emlliclHai Werte von Xj zii (Union in 
Be/aig auf die DiifcrenlialgUucliung cine Uiugcbung ilborhaupt goliort, 
die analytiscbe G(\stalt luid dan Vorhaltcni dor Iniogralo (.'riuiitolt., di(‘ 
uneiidlicli grossen Wc^^rto von x abor noeh gar nieht in (Uni KroLs 
iinserer Betraclituug gezogen, l)i(3 vollHtandigo IJntcfrHiudiung dcn^ In™ 
tegralfunction erfordert dater nocli ciu Eingolien aut* die lotzteron. 

Es sei 

(1) l\Xj y) ‘ ^ ^ 0 

die vorgclegte DifFereutialgleiclumg. Wir HiibHtiiui(‘,ren nun — wio 
lulivfig in der Analysis, wenn ch sicli um die lJnitn%siudmng (nUnn* 
function filr unepdlich grosso Werte ilirer Variablen Imndell - in i l ) 

( 2 ) ! 

und ftlhren dadurcli fdr x dio neuo iuial)liiingi}j;o Vi*riunlcrii<dui cin, 
odor wir hildm, wio man liuch sagt., dir x Khriir niittrld riripiiihtr 
Jtadien auf cine e-Ehmc ah. .Jcdom fiKlliclioii voii Null vcrscliicdmu'ii 
Wert von x oiitHpriclit oin bcKtiuuuter (‘iidludicr voii Null vcr.sidiifdc- 
ncr Wert voii s und unigekehrt; jedeiu umuuUifh groHacn Wert von 
X abor der eino Wort s •= 0 und unigekehrt jedeiu unendlieh groHHon 
Wert von e dor cine Wert a:>=0. Fernor entwiirii'lit jtxiem Kreis niit 
dem Mittelpunkt a; 0 ein aolclior luit dem MittelpunM. s 0 unil 
reciprokem Eadius und umgckehrt. Abor dem Innern eineH Kreiaen 
in der a:-Ebene ontspricht der auKHerlialli dea entapreehenden Kreisea 
liegende Teil der g-Ebene und umgekehrt. 

Man kann sich von dieser Zuorduung zwisclien den Pimktcn der 
a:-Ebene und denen der le-Ebeno inittolHt reciproker Radien auf fol- 
gende Art geonaetriscU ein selir an.scbuuliches Bild macfiea (h. Fig. .‘5). 
Die a:-Ebeae und «(-Ebeue mogen in ihren Nullpunkten cine Kugel 
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mit dem Durclimesser 1 in zwei diametralen Punkten beriihren und 
dabei eine aolche Lage baben, dass die reellen Axen beider Ebenen 
gleichlaufend, die imagiuaren Axen aber ungleiclilaufend parallel sind. 



Urn zu irgend einem Punkt x nun den zugeordneten iS = — zu finden, 
braucht man niir x mit ^ — 0 zu verbinden, wodurch ein bestimml.r 
l\irikt w auf der Kiigel ausgestoclien wird. Verbindet man dann 

x~() mit u, so triirt diese Gerade die ^-Ebeiie in dem Punkt ^ = 
... ^ 
Der Boweis ist leiclit zu fuhren. 

Aub dem Grunde, weil bei dioser Abbildung jede^n unendlich 
groBson Wort von x der eine bestimmte Wert ^ == 0 zugeordnet ist, 
Hpriclit man golegentlich auch sclion bei der jr-Ebene selbst von dem 
imendlich fernen IhmJct der x-Ebene und belegt diesen mit dem Zeiclien 
X oo. 


Dio transformierte Difforentialgleichnng. Um nun die Trans- 
Jbnnatiou der l)iirereatialgleieliung (1) mittelst der Substitution (2) 
wirklieli auszufuliren; Init man cininal in alien Coefficienten p x durcli 
* zu ersotzen und aiiBserdem die Ableitungen 


(lurch 


auHzuclrilcken. 


(ly 

^dry 


d.v.’ 

dic^^ * 


dy 

7 

d"y 

7 * 

1 

• . ) - und s 

<lz 


ds’"- 


Kilr Lctzteres orlililt man die Gleicliungen 

f dj/ (ijf 

~ ciz 


(i xr (l:r ‘ ds 






11. S. W. 


(=0 
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1 U, -.a - 1 

VV ‘ j" d.^-' 


I- - -I - ')!0 ,)u 


i;- d. 


(A. I, a, . «) 


Die liiclitigkeili dcr a]l|i;eiiuujioii Korun*! (‘rgi(*l)t. sich <lureh die* Mitthode 
der vollstruidigen Induction: Au^enonmH‘n, (4) uiuo richti|^ Iom m 
irgeiul eiuom Wert vo)i 2. DiHerenzieri nuin dicHtdlit* finnuil luich j: 
uiid bejiclitet^ daas man div/Ai reclils zunrichHi tiach diilorrir/.iioi utul 

daiiii mit anulii[)lu‘.i(‘rt, s(» hut man luuli Multi|»licaiiuii 

mit ~ 1 link.s 


anulii[)lu‘.i(‘rt, s(» hut man naili Multi|»licaiiuii 


lV4i‘^' 

luid reclits lauier iK)sitiv(^ (ilifder. DaHjaiiigt^ mit dor hocii^itm Ah 
leituiig wird 

Als Coefticieub einer J)cliel)igen Ableituug 




(A 0, I, . . . , 1) 


erlullt man aber 


[*! (i) C^‘) P-* - + '*■ + "' (40 (i'l 1) I- ' ‘ " 

- (‘+i)K4m)(4-.)"' 

wonuti bowiuHOU int, (Ihhh (4) iuu4i gilt,, wkiui nuin 4 tiun-li X j- 1 
ertjotzt. Dll abor dio Foniu'l (4) I'tlr A 1, 2, .‘I riiiitig is I, so isl 
iliro iillgouioino (jiilltigkoit ilarg('t,liiiii. 

Domiuich lautiit die durcli (2) (raii.sroj;iiiii‘rlc Dilli'n'iitiiilglidfliuiig 
aacli Multiplicutioii luiL ( — 1 )“ 


■'r,') „s!/j 

^ ^ dz" 


I 1 ! ft iM /“a ‘ ' 


I 's.,( 


+•■+* S' [(..-1)! 

+ ^''y i'" (!,)]"• 


+ c- ly Vo. ./'■* >(') 
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Oder kuriz geschrieben 






5 ' 6 = 1 ) 7f ft (t) -<> . 


WO 




P(/- 


Da dor Coefficient dor lioclisten Ableitung in dieser transformier- 
ieii (Jlcicluuig ist iiiul die ilbrigen Coefficienten linear in den mit 
Dotenzen von ^ inultiplicierten Grossen 

wind, liat (5) iih singulare Stellen im Endlichen nur die reciproken 
Worte dor endliclien singnlilren Stellen von (1), ausserdem dber im 
aUfjemeinen noch js — O als singulare Stelle, Die Umgebung von 5 / = 0 
ist der Kreis urn 0'— 0 ^ der durcli den dein Punkt ^ = 0 am 
nilclisten liegenden singularen Piinkt von (5) Imidurcligelit, bezw, der 
Kroisring^ der aiis diesem Kreis dureh Aiisschluss von ^ = 0 selbst 
outstolit. Da aber 5 = 0 deni x=^oo entspriclit, werden wir als 27m- 
grlmrig von % = oo m Bcmg auf die IJifferentialgleicJm (1) das dem 
(‘bon bescliricbenen nacli dor Transformation (2) entsprechende Gebiet 
dor j;"El)('ne bezeiclinon niusscn. Wir sprechen dalier das Ergebnis 
dor bislierigen Untersuclning folgendermassen aus: 

Die durch die SubstituUon (2) 



(ills (1) enlslehcnde frrmsformierfe Gleichung (5) mgt^ dass x = oo im, 
((llgcnirinen die llolle elner singtddrcn Stelle flir die Differenlialgleiclnmg 
fl) spUit mid dass als Umgehmig von x — oo der Teil der x-Ehene mi 
(/(fiuieren isly der amserhalh dcs Kreises imi x = 0 liegt , tvclchcr durch 
den von x — 0 am tveiteskn eniferntcn singiddrcn FunU von ( 1 ) hin- 
dnrehgeht. 


Allgoinoino Gostalt dor Integral© in der Umgebung von 
X i..- x). Naeli dom Vorstolionden ist nunmelir leiclit festzustellen, 
\v(*l(du‘H im allgomomen die aiialytisclio Gestalt der Integrale von (1) 
in d(‘r Uiiig(d)ung von x = oo ist. Wir konnen hierbei entweder 
von Dillormitialgleichung (5) ansgeben und in dem bei 5 = 0 sicb. 

ergtibondon lOindamentalsystoni z = ;; setzen oder abcr direkt die 

iiinorliall) des Kivisriiiges gilltigen Integrale von (1) aufsucben. 

A Ilf dem m'sinren Wogo findet man, dass die Integrale von (5) 
in der Umgidning von, z — 0 in dor Form entlialten sind 
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(6) I </■„ 'I ’ ' • I ' i''K 

wo clie in (ler Umgebuiig YOU oiiulcui'gcii Hcihoii (/■ iui iillg.-m 

unondlicli vide negative und [lOHitive l’i)l.i'u/,en von .. enthallfu. 

man also , ho tblgt 

fcU 



Be^soiclniet man liieriu — -.s mil. r uiul 


( 1)* niit <i ", I,. ■ >, 

SO ist 

( 7 ) y .(;'■[ |- ,(.< ) l«ig r i ■ • • j ly, \ ni. i . 

WO die (p iin all^ouieiium uuo.iullich vtt'lc^ l>u,siilv« iiinl iv< 

tenzcn von x eutliailen. (ionult* dlvsv (tchtall diT 
man ja abcr aucli, wtnm man tiin*kl uafh rinmi in thnn I 

ring gilltigen t'uiuIanuaiialhyHimu dvr Ulnirhuiig (li iVugl. 
Wego fillircii daher, wie vh nniwiaidig i.il^ m 
Nur eiiieii Fingerzeig govvinucn wir hv\ drr MrtlHiilrj iFi 

die zweite niclit gicbi: ila l)i‘i (;“») an «tif v»ni j 

(1) getreten ist und wir gewohni niiul, dir ludlirn in r» 

nach stmjendcu FuUmzau von j gtairdiud. 7.tt diniknu t-.n wrrdr} 
dazu geftilirt, die Utahen in (T)^ d, h. Inn tlmn in dw I'linn 

von x* == cx) giiltigon Fundannniiulsj^sitnn, unn uarh inlitHilrH I'nt 
von it) g(5ordnet vorzuHUdleii. An and Hlr nivU i-d rs nutilrtirli ^ 
glcudigilltig, oh wir huh luarzu verHirhm oihn* nirht ^ rn irili nii 
diener AudaHs^uig Holion iluHnerlieh rin llntnrarlui*d '/.wiMrliini d*- 
X ^ oo und den bui gfUtigmi ISetlim hmwtir, ilm' nitaldii 

davou kt, oh Hieb die lUnhini Inn dirHrn SUdlru i\‘gl. Art Un\ 
Htimuiti verhaltcni odor nichk 

In (let* Um(febun(f ran x ■ htihm dir {uirtjmir tirr 
chuiKj ( 1 ) im alUjcmdnen die (Ivdtdl 

y X'' [ 9 ),, + 9„„, log-K '! 1 </•„ lug"./ j , 

ico die (}} U«ch fidlcHdi'H I'hU'HZvh vhh X /<u im In rih }idr Un/nn kuu 
im allyvmcinm immdlkh vide jmilirr mid mijntUr I'ldnam ,uth 

99. MannigMtigkoit dee zn x » > goldVrSgon FuiuUinu 
eystenas; Invarianz soiner Binteilung in Untorgrnppon, Idi \vi 
obigo Form der Integralo und des ganxim zii //,_ gidiiirigcn t'i 
meutalsy stems mit lliUo der Fundauientalgleichung tinden, hu ihI 
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selbc in bostimmter Weise in Untergruppen eingeteilt. Bei dieser 
Gclcgonhoit wollen wir darauf aufinerksam maclien, dass die Substi- 
tution (2) durcli imendlicli viele audere ersetzt werdeii kann, die aucli 
zuiii Ziol luliren, dass wir dabei jedesmal eine andere Umgebung der 
iinendlicli grosson Werte von x iind ein anderes Fundamentalsystem 
inluilten, dass aber die Einteilung desselben in Untergruppen stets ein 
und diesclbe ist. 

In cler That, wenn a ein ganz beliebiger endlicher Wert ist, 
Ivoiniion wir statt (2) die Substitution 

(2'0 x-a = j- 

benutzen. Es entspreclien dann wieder alle imendlicli grossen Werte 
vo,n X dem Wert ^ 0, aber den Kreisen urn 5 == 0 nunmekr solche 

urn x = a, Denmacli erlialten wir statt J7co eine Umgebung 
luit dem Mittelpimkt x — nacli a zu begrenzt diirch einen Kreis 
uin a, der durcli den von a am weitesten entfernten endliclieu singu- 
lilren Punkt von (1) lundurcligelit, und die Eeilien des innerlialb 
giVltigmi. Fuiulaiueiitalsystems sclireiton nunmelir nach fallenden 
DotcnzAni von x — a fort. 

Urn aber die Form des innerlialb TJ^a gvUtigen Fundamental- 
systems zu ermittolii, brauchen wir die Fundamentalgleiclmng, welclie 
zu cinem Unilauf innerlialb etwa aiif cinem dem Begrenzungs- 

kreis von V\rja coneentriselieu Kreise geliort. Dieser Umlauf scliliesst 
also die samtliclien cndliclien singularen Piinkte ein, welclies auch der 
Mittelpuiikt a des jeweils betrachteton Gebietes ist, imd ergiebt 
dab(‘r jedcsnial dieselbeii Linear- und Elemcntarteilcr der Finidamental- 
gleielmng (s. Ka.p. XI). Die letztere kbmien wir daher ftlglicli die m 
X oo (jelidrifjc Fnndamcnkil{/lew^^^^ iieniien. Durcli sie ist aber die 
Einteilung des entsproclienden Fiindamentalsystems in Gruppeu und 
Untergruppen bestiinmt, sodass wir den Satz aussprecheii konneii: 

Je nach der Wahl dci^ a'ls Mitldpimlct fur die Umgehmg von x=oo 
tlicnvndcn endlichcn Funides x = a Uldd dicse Umgehung ein anderes Ge- 
hivt und hat das cu x ^ oo gehorige Fundamentalsystem eine andere 
Form. Unabhangig aher von jener Wahl ist die m x = oo gehorige 
Fimdammlalglvkhung und damit die FAntcilung alter jener Fundamental- 
sgsinno in Gnippen und Untergruppen. 

100. Kritorion fiir die Hatur der Stelle x == oo. Wenn 0 — 0 
nicht wosentlicli singularo Stelle von (5) ist, werden wir sagen mussen, 
X ^ 00 sei nicht wesentlieh singularo Stelle von (1). Nach (5) ist 
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aber s — 0 dami iind mir daiiu iiicldi wcseiitlieli ainj'ulilre Stolle dor 
transforiuierteu Gleiclituig, wciui die Eiitwioklungou von 

in der IJmgebuBg von niclit nmMullicli viele in^gai.iv<‘, l:^otenzen 

von ^ orgoben. Dies ist odenbar tinabhiuigig davon, oh wir die 
Transformation (2) oder oino bidiebige tier l^raiisforimitioneu (2*^) be» 
nntzen. Also gilt von x’«=oc): 

X “ oo ist (iann nml nur dami 'nicht ivmmtlivk shHjiddre StcUr dvr 
.Dilfcrentkdgk^^^^ (1), wvhu die KnlidiMwujvii vou 

nM'/t Potcnscn von x In dcm Krckriiui niir due (•udliehe AnMhl 
jmilkor von x cnthallen, - - mit tindmi ^Vorkll — tocnn die 

Cocj’l'kmdcn j'l Ih - • • Vn fi(>' ^ ~ Idklistenv van cndlichcr Ordnung 
nnciidlich wtrdcn. 

Wir bemerken ao.lion hier, dasH dioHor Fall niBbesoiulero duini 
eintritt, weiui dio Cocflicieuton dor vorgologtoa Differentialgleicbuii-j; 
ratio'mde Fuuctioiien von x sind. Ist niinilich 


so ist 


rt„ -f- n, X -1 1- .i:"‘ 

K + + ■ ■ • -1- 


wo ff„, 1^0, 


1 = 0, 







‘ 1 1' 


nnd der Hruch reclits tuudi posiiivtm Potenzen von c entwickelbar. 
Wenn also iiberlnuipt — w/. negativ ho isi jedeiifalls dit^ 

niodrigsto Potenz in der Entwicklnng von <1. b. dio 

bbchste in der Entwieklung von Pa(j') in der llmgtdning voii x^-oo, 
Aus d(5r (JUnclmnig (b) komitm wir fenier le-ieht tlie uotweiuligtm 
nnd binreiclienden Hodingnngen daffir ablesmij dasH x ^ oj in 
(ilciclmng (1) eiiie BtvUe dvr Jkslimmlhvit fnr die Inkgrale sei. Wir 
werden nilnilitdi x == oo dann eim* Sitdh^ dto' Ht\siinnnibeit fur dit* 
Iritegrale nenncu^ wetm in Hihntlieheu lleiben dtn* Iiit(‘grale in d(‘r 
Umgebnng vou x^ oo nacb AbHonderung ties mebrdeiitigen Faktors 
hochstens eim endliche Anmld posiliinr I\dvmvM von x anftritt. Da™ 
ftir, dass dies der Fall sei, ist notwendig und binreichend, class z—i) 
in (5) eine Stellc der Bestimmtbait Hoi. Dies tritt aber wiederuni, 
wie (5) nacli WeglasKung des Faktors ^ zoigt, dann nnd nur dann 
ein, weim die Entwicklimgen vou. 
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jiacli ^ keiiid negativen Foteuzen you 0 enthalteii; d. h. wenn 

lur X — 00 bezw. miiideateiis you der 1 *®^, Ordnung Yer- 

HcliwiiideJi: 

])ie notwendiijvM nnd hinreichendcn liedingungen dafiir^ dass x — 00 
HtvUc dcr JkfsUmndheit fur die Integrale der JDifferentialgleichmg ( 1 ) 
set, Icstehen darin, dass fur x 00 

p^(x), , . . . , p„{x) 

hcuiK niindcstens von der ersten^ meiten^ u. s. w.^ Ordnung ver- 
sckwindm. 

Diener Satz zoigt eine benierkenswerte Verschiedenbeit zwisclien 
ir; srrs 00 uixd caidliclien Werten you x in Bezug auf die Diflferential- 
gleicliung. Willirend ein cndliclier Wert you x uur dann eine singu- 
lilni Htcillii fiir die Integrale bilden konnte^ wenn er ein singularer 
Funkt (l(‘,r I)ijfercnMalglcicI war, d. li. wenn fiir ilm mindestens ein 
( )o(dr»ci(int in der luit deni hoclisten Coeflicienten 1 genommenen Diiie- 
rentialglideliung unendlicli wurdc, ist es nacli dem obigen Satz inbg- 
li(ili, duHH X — (X) {siiigularo ytelle der Integrale ist, ohne singulare 
Si(illo der (JoeDicienten zu sein. Es war aucb aus diesem Grunde 
(‘rlbnlerlieli, x — cx) als fStelle der Bestimmtbeit Yon den Integralen 
auHgohend zu delijiieren, skiit, wie bci endlicben Werten, Yon den 
(Jueriicienten der iJiircrciitialglciclunig, ganz abgeselien davon, dass 
vvir den liegrin* einer zu x=^ 00 geborigen determinieronden Gleicbung, 
der uns bei cjidlichen Werten zu dor Deliniiion fubrte, ja nocb gar 
.nielli aurgeHtellt babcn. 

Endlieb kann luan nocb nacb den Bedingungcn dafur fragen, 
dass X 00 reguldrc Sidle fiir die Integrale der Dilfcrentialgleicbung 
(t) in dein yimi sei, dass in der Umgebung von x—00 das all- 
ginneiue Integral von ( 1 ) eine gewbbnlicbc Potenzreibe von x"^^ ist, 
bei welcher die (Joetlicienten von 

willkiirliidi sinil. Dazu muss also Gleicbung ( 5 ) in ^=0 eine regu- 
lan^ Si.elbi ha.ben, d. b. wenn man durcb dividiert, diirfen saint- 
licbe (JuetVieii‘.nien von ( 5 ) nur positive Potenzen von z entbalten. 
Dies giebt gewisse Gleicbungen zur Bestimmung der ersten Giieder 

in den Entwicklungen von ^ * * ' ? ) nacb wo- 

rauf wir jedocb nichi welter eingeben wollen. 
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lOl, Bociii'sionsformol boi Wean ir; oo ausi'j 

lich siugultirc Stclle ist;, kium uh lii'i a; ■= oo nidi boatium 
tcnde Iiitograle gobeii, die wir init; llilfe eiiier Rcic.urai 
bcrecliiieu kbimeu. Wir kuniitou xina zu dcm Endo wicd' 

berufcii, dasa dies ffir a; = ^ aieb bei s == 0 beatiiunit vt 

Inlegralo vou (5) sein milaaen, denai Hereebiiuug iiucb I 
bekannt ist. Wir ziolioii oa jodocli vor, dcu Uiiiwf'g libor 
(5) m vormoiden, \uu Foriuein zu erbaltru, die aieb unniiti 
die Gleicbung (1) aelbat iinwendeii luaaen, zumal du wir dioae 
nabezu unvoriindert avia don entaprccboiiden in Artikol (i, 7^, 
abloaen kbnnen. 

Zu dom Elide sotzon wir dio Diil'ereiitialgleicbimg (1) in 

(S) 'P{x, y) : 

-j- 

A 

a 0, i, If,. ..) , 

wo (lie Ooi'flicionton in bni x (X> p;nliig(* Rinlion (fiitwic 
nnd iniiuleHteiiH cuno d(sr CJruHHtui 



von Null vcrHchiedon int. Dienn Gantuli (H) d(*r Diflbrouiinl 
wolhni wir ibr(‘. Normalform bu x * 4 no innuicuL imt 

sich von dor bei 0 giiliigtni Normalform nur dadurcdi, 
den (jrdaHon 


hier gewbhuliclie Potenzreihen von •, , dort ulnn* HoUduf v( 
tijilicicrt aiiuL Daim BuliHlituienni wir in (K) 


00 


ij ■ I, ' - I • .) 


uud suchcn die HeaiinuuungHg!(dclmngen fdr die* r, dainii 
(9) orfilllfc wird. Win in Artiktd G iblgi dann 

(,o) -'')■■■(- » -I- v+o 
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S -f* A ===== h 

Hetzt; 

( lO'O 7'(.r, n) i._,.S'(s - 1) . . . (s _ w + 0 / + 1)6,,?/ 

■r .V 4‘ 



(Kl(‘r (Midlicb^ wenii 

Vr^7l 

^ I) • • • (.S’ n + j.' + 1) O'j-* 

P-. 0 

und 

(1^) — 1 ajckCk “ 7^ 4a 

gosotzl wird, 

CIO”) :/>(:, ;,,I) 2,...). 

<A) 

l) i(^ llocursionsroriuel riir die Coefficienton der Reilie (9), d. h. die m 

a: oo <jcluh'i(jc Il<i(Mrsimsform der I)iflcrentidgM^^^ (8) lautet 

duller 

m) die (ik„ durrk ( 11 ) bcslimmt sind. 

1()3# Bio S5U gohorigo determimorande Gleiehiing. Wie 

ill Artikcl 7 (‘rsclilii^Sssen wir nimuicbr aiudi bier, dass der Anfaiijrs- 
{^xp{)ii(‘)ii a d(»r luicli liilleiuboi Poteiizen von x geordneten Ileibe tj 
der Olcdc.himg 

(hk = 0 

genOgon muBs. DieHO (iloicluaig laixtet ausfiibrlieh gesclirieben 

(14) (lik ' ^ 5t,o /'■(/‘= 1) • • • (/c — « + V + 1) = 0. 

rr...() 

Weil (Reicbung (14) die Anfangsexponciiten der in der Umgebmig 
von :v oo giiliigen, nacb fallenden Potenzen von x Ibrtsclireitenden 
ll(‘ili(‘u l)(.‘.stimnd, wollen wir sie die 0 u x ~ oo gchdrige determinierende 
(llekhung^ (t^k Hclbst die mi x ^ oo gchdrige determinierende Function 
nennon. Da inm cine init x^^ boginnende Reibe (9) einer nacb stei- 

gendeu lb)tenzcn von 0 geordneten, mit beginnendeii 

Reibe eniHpriebt, die der transformierteu Gleicbung (5) geniigt, so 
erkennen wir, dass die Wurzeln der zu a: == 00 gehorigen determinie- 
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[urn. 


reiiden Gleidiuiig vou (8) oder (1) die nil(/qjvH(jrsi‘i,:((n di'r \\ tn*“ 

zeln der zu s ^ 0 g(diorig<‘B dei(‘ruiinierendfn Cileieliung v<jii (a) siud, 
was sich leicht aueii direkt dureli Aursielliaig der letzti‘reii vtidfieie- 
ren lassfc^). 

Wie in Artikel 8 IVagiai wir nuii inHhe.stmderi*, uuitn' welrlien 
Bediugangen die determijiierende Kuiudion vtau (iratle tt usf. IlierBir 
ist luicli (.1,4) notwondig uiul hiundehcnu!, dann 

1 “ 

ist. Worm diese Bodinguiig iil)er erfnlli ini^ ho ver.sehwiiiileu imeb 
Division dundr don (lord’lieuinitai von in D’hdrlmug (•S) tlie (’urBi 
ciontcn vou ^dr a: ^ ^X) bezw, riumtehten-H vuu der 

erstoii; zweiteii, . , . Ordming, und liierau.s folgi uaeli Art. Ino^ 
dasH a; «= oo <vme ytellc d(ir iJestiminiludi. iilr ilie Integnile Suiuii 
liaboii wir gcw.eigl.: 

J>(mu mid nur dmiUj umu die l>il}\rtnii(di}leivhHnij hvi j~ x sirh 
in die .Farm brimjen Ulsd 



wo . . 'Jprt (jewolmllvhe I^denzynhtii nai si ml und 4\i( ^ ) /^d- 

ssss (X) nkiU varschwinddj vrjiKtUen sirh nllr Inirtjralr dt r I h^jrycnind ^ 
(jleichumj bci x «=- oo bvdimmL 

Alios W(iitere ■ die Vm’werlang <lt»r lierurHionMrurmel, diel’tm 
verg(.uizrrago!^ die Berechrmag d(‘r logariiluiieui»eliitrieii‘n lategTidt*. dm 
Fall, dasB dor Brad d(a‘ deieruiiuiiuaaideu Fuiuitou /.winelirii n iuhI h 
liegt, — braueheu wir mm nichi nadir /.u verlulgim, dn .Hieli lUb* Ibr 
mein jetzt uiunittolbiir aun den hcIiou a.urgeHUtlllt*n wii» liei idnrr eml- 
lichen 8tellc abloHcn lasHon^ I'Clr alio iheoretiHchou Krurierimg**n iiiier 
ianucr dio (iloicliung (5) zur Beite ntcdit, 

1) Kh muHH komerkfc wisnlen, iluHH wir mil. linr Brlijufinu d.-r 

GO gehOrigou dot((rmmi(*rcmleii (Ueieiamg veil (irr wijuil aUgeiurdii 
abwoichon. FucIih uml mil ihm aoweii diti Kruniiim dni Vi-it. nm lil alhs 
aiulcrcn SchriltiHiullei* vei'Htidu*n iiiiier tliu* '/.a x fX» gidiOrigni 
Gleiclnnig die zu gehdrige dor inuittrontuorUai (.afU'lmiig. iVngl. /. H. 

CrolloH Joviri'L Hd, 70, (IB7S) H. IB«). UuHrrr ulagr I'intw diiittr 
indOHSon dou VorHchlag rechiferUgeu , die iui‘r gogrlirno lh*liiu(it>ii iui/iiiii'liiiM U, 
well dock dio iranbronuiorto (Ueichung mir al« ein von’ibrrgelo'ndim l 

gelton kana, dio vorgelrgto (deioluing Holhid. abrr krt VinfVdgiiiig dor Auidugu* 
iiiii) doH oadlichou Hiollon umuiltelbar zu der vun inni gegi-bitnon Ihtfiriition liihrt.. 
Die Annahme der leteterou wOrde illierdioH imuudieii Kciriinda tinidi v.m Vvivm- 
fackung dionon. (Vorgl. z. li. Art 105, loO). Kriuddieh iit ja der 
zwiBcben boidon Definitionou ideht, da, wie obon gezoigt wird, tlio W'lir/eln der 
eineti Gloicliung die entgegeiigeaoktou Werte der amierii Miud. 
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. lOJL Boispiolo. 

(H5) 

Da 


J. Beisjpiel: 

y — G^y = 0. 




+ r 


4- ^ ju 
j + 2 ! ■T" ■ 


cino beHtilndig convergcnto Poteiizreihe ist, d. k fur die ganze a:-Ebeiie 
(iilltigkoit hat, filllt hier die -Umgebung von x — d mit der von 
a; oo zuHaninicn. Da aber diese Entwicklung unendlich viele 
poBitrivo Potonzen eutliiilt, ist x <== oo hier wesentUcJi singulare Stelle. 

H. Bcispid: 

J- 

(17) f/'-e*y = 0. ■, 

Dio Entwicklung 

e” 1 + + 2^. + ^ + • • • 

ist gttltig in clcr ganzen a;-Ebene ausserhalb eines mit beliebig kleinem 
lludiuH um ic = 0 geschlagenen Kreises. Dieser Bereich ist also 
wb'dcr glcicbzeitig die Umgebung von a; == 0 und x=(x>, was in 
bcideu Kiilleu <laher riihrt, dass zwischen 0 und oo kein singularer 
Punkt liegt. Da aber die letztere Entwicklung gar keine positiven 
I’otonzi'u von x cnthult, ist a; = oo ausserwesentlich singulare Stelle 
filr (17). a; = oo ist aber nicht Stelle der Bestimmtheit, well der 
Cloel'licient von y den Wert 1 hat und der von y x— oo nicht 
• verHcdiwindet. In der That ist die determinierende Function eine 
. ( lonstanlc^ — 1 . . 

,7. Jkkpid: Die. JHIprentialyldclmng mit constantm Coefficienten 

■ (IH) 2/(") 4- H l-a„2f = 0 

hat ollbnbar a; =>= oo wieder als ausserwesentlich singulare Stelle, 
aber ini allgeinoinou nicht als Stelle der Bestimmtheit, es sei derm, dass 

rtj = fla ==••• = «» = 0 

wilre. Dann reduciort sicli die Dilferentialgleichung auf 

y<A === 0 

und hat in dor That die Integrale 

1 , X, 

die sich bei a; — oo bestimmt verhalten. Ist »«— 2 das letzte in der 

lltiihcnfolge «, a a„ nicht verschwindende a, so lautet die piffe- 

renUalgleichung,‘in der Normalform bei a; = 00 gesehrieben, 

a-" . X"" H — • + x^ttn-xy^^'^ — 0- 

14 

Iliifi'ior, DitTortiaUitlglcichuugfM. 
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Sie liat dalier imter antleren dw Iiitngrale 

untl ilire (letermitiicreiide (ihdcdiun^ Ix^i x -- x* isi 
an^xk(J^ !)...(/• - A + 1) 0 

luit (Icn Wurzeln 0, 1. Zalil dw Ini ./• v. 

Ki'ch bestimmt verhal tendon, linear unabhilni^igen Ini.«*) 4 ralt* i.si ahio 
jjjlcicli dem Grad der detonniniereudcn Kuneiion, and rol^lieh bat <lit^ 
Gleiclmng — \mi diea beililulig zu Innnm-ken naeh Ariikal 01 
keine anderen, yon, jeneu linear iinabbilngige, b(d ,r x* sieh bestimml 
verl,i altendo 1 nt egr alt^ 

4. Beispid: Bei dcvr Diirenniiialgbneluing 
(19) + rip'e" + • • ' • 1 r/,// IK 

wo die a Gouatanton sind, iat wiecbn* di(* Guigebung V(»n x ’ O zu- 
gleicli die von raesaoo. Da man aber dit^ n sow<dd als Anfangs* 
glieder von gewohnlidieii Potcnzreihou von x ala lundi von Holclien 
1 

von — anselien kanii, int niclit nur Hondern nuidt (lb) uuelt 

X = oo Stello der BeHtimmtbeit. Diene von nuK nvlum oii ala Btd 
spied benuizte Differeniialgleiehung ist also dadureh ansgi’/adehnet , <la.ss 
sie ausser x ~ 0 hbclistens nock x <:\j als .singulilre Sitdle, beidt‘ 
al)or jedenralls als Sfcellen der H<‘stinunilndt Jnd. 

Hat die zu a; — 0 gednadgij dcd,erniinier(*n(b‘ (ileiidunig clie Wur/.eln 

((fj <T,, , . , , , (t,i y 

voii, (loncii nujlit viwei (iiimudcr Hoin ho lauioii tlif In , 

tegrale 

'c"‘ r''‘ a;"'* 

wolclio ebonfulls bei .•« = () wic bei .a; =.... <x> gilliig Hind; daher intt.sH 
die zu a: == oo gclibrigo deteriuinierende li'iinctinu mil, der zu x ■ 0 
golibrigen, bw mif einon coimtanten Kakior hneiiHieas, identiHeh Hein. 
Hildet man in der Tliutp die zu a; — oo geharige deteriuinierende 
Function, so lautet diosclbe nac.h (14) 

7oQc — IJ ■ • • (A -- n -{- \ ) -{- aji(k ■ [k — n - ( 2) + • • • H ' ’'n, 

was nacli Art. 10 aucb die zu x 0 gohbrige deteriniuiereiulo Fune- 
tion von (19) ist. 

Daniit nun x = oo inabesoudure TcyuliiTc Stelle tUr (19) Hoi, iiuihh 
diese die Integrale 

• 1, x~'^, x~'\ . . ar-'‘d >, 

die determiniorende Gleichung also die Wurzein 0, — 1 ,..., n + 1 

Ibaben oder 
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IQc + 1) . . . (fc + n - 1) = 0 

uten; und UBigebelirt, wenii dies der Fall ist, sind die Integrale bei 
= oo regular. Bestirumt man demgemiiss die Werte der a, so er- 
i(!bt wicb (am eiiifaclisten utitcr Benutzung von (5)) 

: ;A!(j)( ) (2 = 1, 

idass = 0 ist. 

7)/fl Di/fcrentialgleichung 

-1- 2! (9 + ••■ + (« 1)! (r"l) 0 

',at also X = oo als reguldrc Bldk. 


Kapitol XV. 

l)iffcreiitial/?l(M'cliunf!;cn der l^'ucUsVlieii IvIaHse. 

104. Differ ontialgleiolrungon mit ratioualoti. CoofileienteE. Mit 
dcin vorigeu Kapitel luibeii %vir 7Avar die in dnr EinltMiung gaHirllto 
Aufgabe — Nacliwein tier Existent von Iniograhni uinl IlntorHiudiung 
(los Verlialteiis donselben in der Unigfbung tier aiir/fhuni VVorto vo!i 
X ~ insoweit erledigt^ wi(! oh aiidi dia.sn Einitihrnng in din Thooric} 
der linearen Diirereulialglcdchungini ziuu Zicl Hvhmi wolltr. Hiarhai 
ist aber von Anfang an ein kd arharlbr llnt(*rKehi(Ml yAviHchtoi tbai 
Stellexi der Bestimmthoifc urul danon der llnbeNtimiuilunt h(*rvorgair(*tan, 
dawH der.solbe geradezu dazu lHvrausrt)r(l(n"t, denjanigan Dljfvn hImU- 
gleichtimjenj ivolehe mir ^Sfellm dvr J>vslinnnfJi('d noah aina ht?** 

sondere Belracbtung zn widnunn, di(! dan Uagansiainl dianan laiytan 
Kajiitels bildoti soli. 

Dias r(‘chtfariigt siah auab noah aus zwai waiianni firfindan, 
cineiu bistorisclian und (drann prakf iH(dian. l)i(‘ gadaahian Dillaraniial- 
gleicbnngaii wnran die erHlxni; die in den grundlagand«*n (JniarMualiungan 
von FucliH^) basouders cduinikierisiert wnrdan und aina aingaliande 
Beliandlung erfiiliren. Wir wollan deshalh sohdia linaarc? hoinogana 
I)iilc.‘reutialgleicluuigen, walclio mifc KinHchluHs vott x ou nur vSialhni 
der Beytimnitlndt; bositzen, ^als Di/JhrjitlalglvM^ dvr Fnehs'srlwn 

Klasse bezeiclmen. Ucrade an diesc? Klusse knOjd’an aber aueh die 
meisten Specialuntersuclumgen und Anwandungen an, zu welehen dit^ 
Theori(3 der linearen Diderentialgleiclunigen seikUmi gtd’ilhrt Iml, wodasH 
es fUr das woiioro Studiiuu dii^ser Theorie von Wart iat, mit diesejr 
besonderen Klaase von Diftereniialgleichungen hekanni zu Kcdn. 

Weil aber Stellen^der Bestimmtheit ausHerwesenilieh singuliire 
Stellen der Differentialgleiclmng siud,^ ziidieu wir die Bcbranken zu« 
nllchst etwas waiter und fragen imch der (iestalt solcdmr 
glcichungcfij wclche wul Fiiischluss vou x ^ oo mir (tusHvruTsvnllivh ahi- 


1) Crelles Journ. Bd. C)(>. (1860) und 68. (1868). 
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DifTerentialgleichungen der Fuohs’schen Klasso. 

gtiUxTC Stcllcn liahen. Es sollen also die eindeutigeu Ooefficienten der 
Difercntialgleichung 

(1) I\x, y) ~ i/W + f- = 0 

fur jedeii endliclien Wert, fiir .den sie iiberhaupt nnendlicli werden, 
und ebenso ffir a: = oo (s. Art. 100) nur von endlicher Ordnung uu- 
endlicb werden. Eindeutige Functionen aber, welche im Bndlichen 
und Unendlicben nur ausserwesentlicli singular werden, sind nacli 
einem Satze der Functionentlieorie *) rationale Functionen. Wir haben 
also zunaclist das Kesultat: 

Itline DifJhxntMgleiclmng j welche im Endlichen und TJnendliclien 
nur (mssenvcmitlich singiildre Stellen lesitzt^ hat rationale Cocffkientm. 

♦ 105. Gomeinschaftliohe Heexirsionsformel bei x = 0 xind ^^ = 00 
fur DifforoxitialgloichLiingerL mit rationalen Coofficienten. Bevor wir 
,uiiu zu den Diilerentialgleichinigen der Fuchs’schen Klasse iibergehen; 
wollen wir cine benierkenswerte Eigenscliaft hervorlieben, die alien 
.IJijrerentialgleiclmngen mit rationalen Coefficienten zukommt. 

XJin bei einer soldi en die zvl x — 0 gehbrige Recursionsformel 
zu bilden, kbnmm wir die Diflerentialgleidiung in die Form 

(2) 4- H \.p„y = 0 

Hetzen, wo game rationale k\iuctionen von x olme gemein- 

Nunn'ii Teller sind. Da sicli also der Giiltigkeitsbereidi dieser Punctio- 
nen . Pu ilbor die ganzo iC-Ebene eratredd, konnen wir eben diese 
(lostalt (y) dor Di^brentialgleichung audi zur Bildung der zu x — 00 
gelibrig(}n lleeurHionsronnel benutzen. Urn lilr die Bildung der erste- 
rim Iteeursionsrormel die .Fornieln des Artikels G anweiiden zu konnen^ 
Hotzon wir die Diirereniialgleidiung in die Normall'orm 

H 1- gnV = 0, 

wobei di(5 g wieder ganze Funetionen sind und mindestens eine von 
ihneu fur x «= 0 uidit versdiwiiidet. Da die g also nidit melir wie 
(lie (loidlicienieii d(ir im Artikd (> zu Grunde gelegten . Gleicbung (3) 
(Art. 5) iineudlitdio Iteihen sind, wird audi die liier entsteliende Recur- 
Hionsrormel nidit eine mit h bestilmlig wadisende Gliederzalil entlmlten, 
Hondern in B(‘zug auf diese constant bleiben, sobald.7*^ um eine ge- 
wiHH(‘. Zahl griisser uls a ist. l)i(*se constante Gliederzalil ist leicht 
zu (‘nnittdn. 

1) Ver^d. z. B. Briot'et Bouquet, Th6orie des fonctions elliptiqviea. Sailed., 
Paria 1875. S. 20C. 
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1 Iti.'-.. 

Es sci 4,1 4,... 4,, bt'zw. der (irud voii //i • • • 'A. . 'md 4 di<- 
grosste der Zalik'ii 4„4i...4„. Jhiiiii Hiiid in Kuniitd (7) (.\rt. (ii 
silmtliclio = 0, boi donou ft — - .s > 4, williroiid luiiidcHli-iis ciiHi 

der Grosscii :p,i+0 ist; cm iat fblglicli 

ak,- 0 fill- /<ft -4. 

willirond I 0 ist. Dio Rocur.sioiisroriiicl (S) (Art. tij ontbiili 

also nur die Oliedor iiiit, 

A"*"*! 7 • • * > ^ f 

d« li. woiiii wir 

(4) A -j' 1 — m 
setzen, m (Jlieder und lauloL diimiiach 

(5) •' (t>kk('k + + ' * * 4 f m i I ^ 

{k ' (C j I t a \ V., . . .) 

WO die Uks durcli (7) Art. (! bc’.sUminien ganztni l‘'uur{io!ifii von 
fc siud. Dieter Foriuel luiiHHeri alno m auf cdnanibw fnl|.!;riul«» 
ficionten Ca.-, »</rt 4 i, di^e luii dcni Puienzeu i ’ 

in irgend oiuer (H('. Diilerenlialgleiehuiig (!i) liezw, (.*1) IndViinligciultMi 
Kcihc 





mulliplieiert Hind, geniigcni. Da nun aber zur Ibldung dti.s AuHtlnn kn 
Fka in (5) mir dan cndlkke Ht(Ud< 

jener lleilie boitrugt, ho int m oflenbar gaiiz gbnr.hgilliig, oh die ludbe 
Belbst als eiue uuemlliche angc^Bokt int, ob Hie ir» Itichiuiig tier waeli- 
Hendon odor der abnolimenden Kxponenien, <ab‘r HtdbHi niioh beidtni 
llicli till) gen ‘) in's IJnondliehe liiurt. Wir kinunui tlaher (5) gleiebztdtig 
als zu X = oo gobbrige ItecurHiotiHromnd anflaHHeu mid liemdztm; der 
ciiizigo Untersebied ist der, dass man, weim m nieh urn tdne Ktnbe 
mit ateigenden Potenzen von x baiuUdt, vermbge tier Formt?! (5) 

€k durcli ca -a, . . . , 

andornfalls dagegen 

n tlm (dl t' A j ^'A ■»”“ i/i • J It 1 • * • 

ausdrUekt. 

1) In (bosom IMle wtlvdiBu wir iilluraingH die lieeurHimwlbrnifd znr wiik 
liclien Bcrcjclumrig dor Reihc luit olomontaren ndlfimiticdn nit lit bi'mitzeii kinmni 
Vergl bierzu von KocL, Acta Math. Bd. 16. (1891), Jld. Ui. (Ihipj). 
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Vergleiclit man nun (5) mit der in Artikel 101 aufgestellten, zu 
^ geliorigen Recursionsfonnel (13), so war dor.t Cjc das mit dem 
nicdrigsten Index verseliene Cj welclies in der Formal auftritt. Um in 
diescr Bezieliung unsere jetzige Formel mit der dortigen noch in 
Ubereinstimmung zu bringen, brauchen wir nur 

7c durcli 7c m — 1 
zu ersetzcn, und erbalten so 

(6) — 1 • 4“ 1, kCh == 0 

als zu X — oo geliorige Recursionsformel. Bei dieser Schreibart ist 
aber der Coeriicient von Ck 

(7) -l)...Qc-n-{-v + l) 

(lie zu X -- o6 geliorige dcterminierende Function. 

Wir liaben also zunilclist das Ergebnis: 

Iki 1) lifer mtialgleid mit rationalen Cqefficienfen folgen die 

nach aiifstcAgcnden und die nacli alstcigenden Potemen von x fortselireiten- 
den Jleilim ein und derselhen, Icsw. nur in umgelzelirter Biclitung m 
lemulcn lUmirsionsformeL Der Chefficient von Ck ist ddbei die m x==0 
Oder m x — oo geliorige determinicrende Function, je' nachdcm Ck das c 
mit hochstem oder niedrigstcm Index in der Formel ist'^). 


10(1 Gememscbaftlicher Algorithmns dor Integrale von Diffe- 
rontialgloicbLungon mit rationalen Coefftcienten bei x == 0 nnd x — oo, 
Aus (hnn Yorsteh(md(Ti Satz wollen wir noch eine Folgermig in Bezng 
auf die liiU‘gral(^ selbst ziclien, filr den Fall wenigstens, dass siclx bei 
X 0 Ix^stiunuL vi'rhaltendc Jritograle, also aucli solclie von der ersten 
Htule (‘xistiier(^n. 

Zu (\m\ Ende tilbren wir die Grosscn 




und m (iroBseu a,, c/vm durch die Identitaten 

au- • (7^ ^iw) 

i . • •• (7c — 1 “7- CCSn) 


(tk,k^m-~\ l + 1 “ ^''^0 • • * — W 4 - 1 — 


(Uii, wolxvi zu bemt*rk(ni ist, dass weim au, niedrigeren als Grades 
ist, die entspn^elunide. Identitilt (8) weniger als n Grossen a definiert. 
llienuudi niud 


l) Vorgl. Crolh^H Journ. ,Ikl. 100. (IHOO). B. 269 ff. 
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1 HiO. 

«ia • • • 

die Wurzehi der zu a; = 0, uiul 

die Wm-zeln der zu £c = oo goliorigeu detonuinicreiuloii (ileiehiing ') 
und Formcl (5) (irliiilt die (Jostalfc ’ * 

(f)“) (/c — «!,) (7c — a, a) (7' — i -■) 

H* ^in(J^ — H" ^ ■ ' ' (7' "I" i ' 1 1 

1st nun cfii eine solclio der Wurzeln zu der eiu liitegrul 

2/oi erster Stufe goliort;, so wird dieses iius (5“) berechnet, iiulem nmn 
fur 7c die Werto an, ccu +!,••• cinsetzt. Dtuiimieli liUiigeu die eiu- 
zelnen Coeflicionten (s. Art. 11) luul I’olglicli die gauze Reihe in 
Ijestmmtcr Wcisc von den Grbssen rtj . . . und den DiiVereiizeu 
«ii — «/iv ab. "Wii’ nelimen der Kiid'achheit wegeu an, an sei die 
grosste Wurzol in seiner Gruppo, denkou uns den willkilrliehtni Anfunga- 
coefficienten *= 1 gesetzt und driicken dann jeno Kigenschuft durch die; 
Bezeiclinung aus 

( !«,,■ . ~ «u , ■ ■ ■, «n- - «i« 

«t •••««.; \ 

I ■ • y ' ' ^>rMt 

WO 0 eine fjjcwolinlicho Folenzireilie vqn x intj (k*reu (Joeffieicintt’n ia 
bestinnuter WeiBo aus den a iiad den Dillereir/en dt^r a gebildei nind. 
1st also axji eine andere Wum*l der zu x i) gcddirigcui detenu iaitv 
renden Gleiclumg, bei dor dicmelben VorauBHokungen zutreilVa, ho 
wird die zu gehorige Integryreilie durc'li danHtdbon lleihouidgu" 
ritlimus d) goliefert, in welcliem nur der l*araniel(‘r uu durrh uu 
ersetzt ist. 

Ebon dioaor Roihenalgoritlnuus liefert aber aueh die niieh fiilbni- 
den Potenzen von x fortschrei tendon, zu x rx) gelibrigeii liilegral- 
reihen. Die zu x == oo gehorige llecursionBfbmiel (b) lautet nilmlieh 
imter Benutzung der Parameter Uuv 

(6‘) a, a (k — CC,ni) (k — arn%) .... {k — a,un)rK 

+ 

+ ctx(k -1- m~ 1 a,i) . . . , (/^* + ni — I •— au)c;fc 4 .. -■i 

Oder, wenn man noch mit (— I)"* multiplieiert, 

1) Vergl. Arb. 102, insboaondere die Anmerku|^ B. 20$, 
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(()'') (a„,i — 7c) ( 0:^2 — 7c) .... {cimn 7c) Ck 

+ 

+ (o-n 7c TO -[■ 1) • • . (ttln — 7c — TO + 1) Cyfc+m — 1 = 0 . 

Ist nun a, Hi wiedor eine W^urzel der zu x = cxj gehorigen determinie- 
roiiden Glcicliung, welche die kleinste in ihrer Gruppe sein moge und 
zu der ein sich bei x = 00 bestimmt verhaltendes Integral y^i wirk- 
licli gebort, so wird dieses berechnet, indem man in (6'') fiir 7c die 
Werte ctmi Ij tcmi — 2,t.. einsetzt. Vergleicht man aber dann 
die Formoln (5*) und (6’’) miteinander, so zefgt sich, dass nach der 
letztoron 

Ck aUS Ck-^X; j ■.« • j — 1 

geradoso borochnet wird, wie nach der ersteren 

Ck aUS Ck-i, Ck-s, . . Ck-m+l, 

falls man otj aj . . . bozw. durch a„,_i . . . und die Differenzen 
au ■— a,,v durch die Diflerenzen » — «„,• ersetzt. Demnach 

wird das Integral j/oo,- auch durch den Algorithmus 0 gegeben; es ist 


( 10 ) 


1/ooi 





^7ul ^mi j • • • } ^rnn 

• * . . . , . 

^11 ^wu'; • * • j 



Wir dOrfen also sagen: 

IM einer Difftrentialgleichung mit rationalen Coefficienten werden 
die hei x ^0 und die l)ei x = oo sich hestimmt verhaltenden Integrale 
erster Blnfe durch ein und denselhen Algorithmus geliefert^ in welchem 
nur die IMrameter sich in hcstimmter Weise dndern^),. 


107. Anwondung auf dio Gauss’scb.© Differentialgleicliung. 
Wir wolleii dio Ergebnisso der beiden lotzten Artikel sogleicb an dem 
BoiHpitl dor OausB^Bclien Differentialgleicliung 

(11) x{x— V)y"— [y — (a + + l>]y'+ oc^y = 0 


1) Vergl. Crcllea Jouni. Bd. 109. (1892). S. 222— -224:. — Die in dem obigon 
Satz auHgodriickte KigimFcAiaft dor Integrale trat znerst bei der Gauss’scben 
DilTerentialgleichung luirvor (a. folgonden Art.), dann bei alien Differentialglei- 
clmngenT '/.weiter Ordnung der Fuch s’Hcbcn Klaseo (vgl. Seifert, In.-Diss., Got- 
tingen, 1875 und dee Verf. In.-Diss., Berlin, 1886), endlicb bei den Differential- 
gleichimgon init zweigliedriger Recursionaformol (vgl. Pochbammer, Crelles 
Joiirn. lid. 402 (1H8H), Bd. 108 (1891) und andere AufsHtze dcsselben Autora). — 
Bezilglieh Kinfdhruug der Parameter vergl. auch Schafheitlin, In.- 
Diss., Halle, 1886, und Crelles Journ, Bd. 100 (1890). 
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veraiiscliauliclieii; in vvelclier y niclil Null (h1<t i^anzzahli* 

a und niclit um eiuo jjfunzo Zalil vorHciiicnKni utlur st*i<u 

Die 55 U = 0 guho.ri‘’'e IfaiMirisIouslbniud Art. 10) 

(12) /c(k + r- 1) rf, (/j + « Dll: /i l)n i O , 

welclie gleiclizeitig iih m x oo gehorige Uecurwiuu.Hruriiud 
Um sie als aolcho zu boiuilzen^ Hchn'ihaii wir atati (12) 

(12^ (k + l)(fc + I -{k - I u){k . I ii)n • o . 

Die zu X ^ oo gchurigo deku’iuinim'nile tUeichuiig ihi al.so 7 .\i 

Grades 

{k + (i){k^\li) 0 

mit den Wurzoln — .v ■ ■ ,x., iai also Sfrtli* di-r llrntJinin 
und die zugeliorigeii Iniegnilt‘ siiul lauth‘ iT.Htur Sfulbj da 
nacli Voraiissotzung keino (irupia? bildfu, Duh tdrirla* gill vtu: 
zu gehbrigeti Iiitegnilen, da aueh 0 und I p nuhi um 

gauze Zald oder Null verscliicdcii sind. 

* Vorgliehen luitj dtm H(!Z(‘it'lnumgau d«\i vttrigrii Arfikrls tnl 

Uj ^ I , a.. 1 

efj, -■ 0, <rj., = 1 y 

Dkj a bnmclieu also in dan Sjnilxd 0 ttir *lir lutrgralri'ihr him 
nicht au'tgcnonimeii zu werden^ dii durcli dif Vrrluiu'-a'hiiug tliTN 
niir die liecurHiouHibnuel mil 1 multi|»liriiTf , dn* lualit’ alni) 
niclit geaudert vvird. Wcdirr hemerkf muu^ cia.H.t wi lum tii d«'r i 
meiueu lleiho 0 ilm vorigeu Ariikrls dif in drrj^idhru Zidh* hIvUv 
Diflereimm d(sr a bcditdjig unter eiuander vrrtitu:>4rlii wmbm itl! 
weil dadurcli nur die Faktunm vmi Prmhditrn uutm* idiiambT vm1ai 
werden. Unter Berncksichtigung llmHtundt‘;H luii man him 


t/lIU 

‘--i 


?/o. i-r 

■' , 

■-2-n . 

Vm , “(f 

r-<‘<D 

p ■' ' } 


V'O i 

: ./ ' ■ 

1 ’ ■' 


Far die lieihe habmi wir aber mdnm im Arlikid :f:i dir illj 
Bezeichnung F{(t, (i^ y; x) eiiigefiiliri; ea mi idm.} 


(1,4) 




/I, X), 
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iiiul liiittelyt (lioscr.ldeiititclt koimeu wir'^ucli die drei andereii ^-Reihen 
von (13) in ,F-lieilien libersetzen. So erhalten wir die Integrale bei 
X = 0 mid X ^ oo in der Gestalt ♦ 

?/«() ""' /?; y; «) 

( 1 '}“) • + 1 — y, ^ + 1 — y, 2 — y‘, x) 

y.K, —a “■ x~ “F(a, a — y -jr 1, a — ^ + 1; aj-i) 

ly,., ^ _ y + i, - « + 1; *-i), 

von cloncii wir clas zweite gleiclilautend bereits in Art. 23 gefunden 
habeiL 

In gleicb eiiifaclior Weise gelangt man zu den nacli steigenden 
und nacli fallenden Potcnzen von x — 1 fortschreitenden Integralreiben 
dor G aiiHs’schon Diflerentialgleielimig. 

108. Difforontialgloichtingen dor Fncbs’sclien Klasse. Weim 
nun die .Uiirerontialgloicluing 

(15) t jy(«) + + .^92 + • * • + i^n2/ == 0 

der FuchB^Hclien Klasse angebbrt, so bcsitzt dieselbe nacli Definition 
luii. Minsclxluss von x — oo nur Stellen der Bestimmtbeit als singu- 
Hire Stellen. Dio Coefficienten p sind dalier rationale Punctionen und 
die Zalil dor singularon Stellen ist eine endliclie. 

Scion 

(k^ . . . 

die Hanitlicben, iiu EruUiclien golegenen singiilaren Stellen von (15), 
'Ml donou iin allginnoinen nocli x«^‘oo als (^ ~|~ ly^ singiilare Stelle 
liinzuiriLli. Damii nun rii oino Stelle der Bestimnitheit ist) ist not- 
w<‘ndig und liinroi(diond (s. (Jl. (10') Art. 8), dass p;i fur x = ai liocli- 
slenK von dor Ordiiung, 

ffir x -- (ii also gar nicht imendlicli wird. Setzt man dalicr 
( 1 (i) 4’(x) (,c — aj {x — a.^ .. .(x~ a,,), 

HO darf 

pxii>(xy 

nir kciiit'u (iiidlicbcn Wert vou x uucndlicb werden, und da px eine 
rationale b'unction iat, ho inu-sa jenes Produkt eine game rationale 
Function vou x hoIu 
0") Ihi’U'Y-- (hix) y: 

Damit nun aueli .r — oo eine Stelle der Bestimmtbeit sei, ist 
notwendig mid liinrciidieud (s. Art. 100 und 102), dass pxQi^ fdr aj — oo 
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.piindestens von der Ordnufig verschwindet. 
und nur dann ein, wenn in 


iJ-i = 


tpixf 


Dies tritt aber 


der Grrad des Zablers Ox mindestens um A Einheiten hinter dei 
Nenners, d. h. zuruckbleibt. Bezeichnen wir also jetzt mit 


eine ganze rationale Function von x, deren Grad ^ A (^) — 1 
muss die Form baben 


(18) 


Px(x) = 




(1 = 1 , 


•>n) • 


Wir sind also zu dem Ergebnis gelangt: 

Die Unearen homogenen JDifferentialgleichungen der Fuchs 
Klasse hdben die Gestalt 


(19) + 


^2(e-i) , 


,(n-2) 


+ • • • + 


^n(Q — 1 ) 
'Ipn 


WO 


^ = (ic — aj (x -- . (cc — , 

a 2 * • ^ die sdmtlichen singularen PunJcte im JEndlichen sind i 
eine game rationale Function von x bedeutety deren Grad 
geMirt hat jede Differentialgleichung der Gestalt (19) nur Stelli 
Bestimmtheit 


•• 

109 . Beziehung zwischen den Wurzeln der determiniei 
Gleichungen aller sipgulSren Punkte. Abgesehen von der gemein! 
lichen Recur sionsformel und dem daraus entspringenden gemeini 
lichen Algorithmlis der Integrale bei x = 0 und x—oo, die wir scl 
Differentialgleichungen mit rationalen Ooefficienten kennen gelernt 
konnen wir fiir die Differentialgleichungen der Fuchs ^scben 
speziell noch einen weiteren Satz, der sich auf die determinie: 
Gleichungen aller singularen Punkte bezieht, ableiten. 

Zu dem Ende zerlegen wir den CJoefficienten 


in Partialbriiche 


Pi 


=zli=l 


( 20 ) 


sodass 


2^1 




+ 


^2 


X — 



CC 





7 


1) Vergl. Fuchs, Crelles Journ. Bd. 66, (1866). S. 146. 
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Differentialgleicliungen der Fuchs’achen Klasse. 
[Pi (fl3 — a.)] —Ui (■• = 1 , 2 , . . . 


'■^21 


Daher lautm dU beiden erata Teme der za*- a,. geh5ri,re„ d„ 
mmiereiiden Function aet«r- 

_ '>'(t — 1) . . . (r n 1) air(r — 1 ) ■ • • (r — n -f- 2 ) , 

waFrend alle folgenden niedrigeren als (n — I]*™ Grades in *- • . 

Der Coefficient von r”-i in der determinierenden Gleichung ist dlwr 


CCi — 


n(n — 1) 


walirend der von i-n gieich 1 ist. Demnach ist 


fiin — 1) 




■cci=^rfi, 


*==1 


die Summe der^Wurzeln der zu a: = a,- geliorigen determinierenden 
Gleichung und 


( 21 ) 


n(n — 1) 


— («ji + 0(2 + 


+ «?) =2 


i,k 


= 2. -.., l\ 

\i=l, J 


die Summe aller Wurzeln der zu ’den p endlichen singularen Punkten 
gehorigen determinierenden Gleichungen. 

Die beiden ersten Terme der zu a: = oo gehorigen determinie- 
renden Function von (19) lauten nun nach Artikel 102 (14) 

^(r — 1) • . • (f — n H- 1) [a:i)i(a:)]^^„ r(r — 1) • • • (r — n -f- 2) . 

Da aber nach (20) 


[*l’i(^)]x=<» = «i + «2.-t H «e 


ist, so erhalten wir als Summe der n Wurzeln der zu x- 
horigen determinierenden Gleichung 


oo ge- 


( 22 ) 




n(n — 1) 


(«i + «2 -H — !-«?)• 


i=l 


Aus (21) und (22) folgt also 


d. h. die Bifferens mischen der Summe der Qn Wurgeln der su den 
endlichen singularen Stellen gehorigen determinierenden Gleichungen und 



222 


Kapitel ,XV. 


1 loiK no. 


der Summe dor n W'uK^aln dor mi x — oo <i(dwriijen dtimnbiinriHlrn 
Glcklmng hat don nur von n mul g (dduimfigvn <j(tn:mMiijni H Vv/ 


(O-I)”'".." ')• 


IKK Difforontialgloioliungon, dio nur algcbraiBcho intogi*alo 
bositzen. Uni die Wiclitigkeit der Diilereutialgloiehungou dt‘r Kurils’- 
sclien Klasse in functionentlicoretischer IliiiHiclii iioch l)OHun<hu-.s her- 
vorzuheben, wolleii wir zeigeii, (lass die lineiuaui lioniogeuen Dilleriui 
tialgleiclmngen niit eiiulouiigon Coisfflcienlen, darn sihidlivha hiirgralv 
abjehraischo Funclioncu sindj in jeuer Klasne (niUialUui siud. 

Eine algcbriiisclio KuncUou y vuii x lH\siizi uur eu(lli<*lu‘ 

Auzahl von siiigurureii Stellni luid^ weun x ^ - 0 ejur .suirhr hu isi 
in der Unigebung vou x 0 y in der I^'orm 



/ , (kX 


(k «, (r j I , . . , ) 


(larstellbar, wo ft eiiio positivo ganzc; Zalil, u cint! [losilivc (xlnr 
negative gauze Zahl odor Null i«i;, wiUireiul in ilcr liiugelnuig jediw 
niclit siugulilron Stelle die cinzelnon Zw(!igo von ij als gcnviihnlicln' 
i’otcnzreilien daratollbar sind"). ({onilgl, nun (2:!) cincr liiicaren lunno- 
genen Diirerontialgloicliuug mil eindeutigen ('ocni{'ifntcn , no iniisNcn 
diesor (a. Art. .5) di(' oinzulnen Ibdlu'n gtniilgen, in widtdir man (U.'lj 
zerlogen Icanii, aodaaH jede mir I’otenztm von x cntlniil, di-nm Mx- 
ponentc.n uin gauze Zalilen von einandor veracluedun aind. Difae l{l•ill(•n 


Vi 




lA) 

A' 



(A) 


(A *11, j /f , a j ‘.io, . . , ) 


(A ( t I :f.«, .. ) 


11. H. W., 


WO - Ycrlialten flicdi aber bei 0 beHiiinmL Ana- 

3? =* oo. Dio Integralcs der mir algebraiHcdi integrier 
baren Differeutialgleicliiingen init eindeutigen (Joenicienten IuiIhui also 
nnr Stellen der Bestimmtboit, d. li. 

Lineare homogem BilfcrmtialgTokhiingen mil cimloidigcn (hefjkientcHl 


1) Tergl. FuchB, Crellea Joiirn. S. 14*2, — Dio AUweirhintg <leH 

obigen yon dem dortigen Satz rdbrt von dor abweichendon Defiiution dor s&u 
CO oo geliOrigen doterminierenden Gloicliurig her (a. Art 102). 

2) Vergl. 2. B. Briot ot Oouduot, Th. d. f. oil.. ‘2m«» t?d. S. 
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(kren mmUiche Iniegrale algehrcdsche Ftmdionen sindy gehoren der 
F'uchs\sclim Klasse an^). 

Wir kormen leicht nocli einige weitere Eigenscliaften dieser Diffe- 
r(‘iiiia,lgloichungen aufstellen: 

1) Kcine der m ehicm endliclien singuldren Punht oder m x = oo 
gehilrigeii dtiermiukrenderi Gleichungen darf mchrfache Wur^eln hesiUen^ ' 
nnd hei jeder lVtirMgrup})e mussen die Ikdingungen des Kap. 11, dass . 
cn jeder Wnrzel ein Integral ersier Stufe gelidrt, erfUllt sein; 

2) die sdmUkhen Wnrsieln aller delerminierenden Gleichungen mussen 
raikmale Zalden sein, 

Hol)ald iiHinlich Logaritlimen oder irrationale Anfangspotenzen 
bei don, Integraleii auftruten, wareii diese ja niclit algebraisclie Func- 
tion oil 

Da Ibrner eine algebraiaclie Function bci beliebigen Umlaufen 
iliriu' nnabliilngigeu Variableu nnr eine endliclie Anzahl von Werten 
jiuninunt, ho nmss die Gruppe der Diflerentialgleicbung, welclie nur 
alg(d)raiBche Integralo bositzfc, eine endliche sein (s. Art. 44): 

Limiare homogene IHIferentialg'k^^^^ der Fuchs’schen Klasse, 

ivelche nnr algebraisehe Inkgrale hcsiken, hahcn eine endliche Gruppc, 
[)i(*Her Hatz lilsst nicU aber aueli umkeliven^). Wir setzen also 
j(d.zt vonius; die Dillerontialgleichung 
(24) + ' * • + 

gehSre in die FuchH’Hclie Klasse und besitze eine endliche Gruppe. 
IhI; dann 

y ^ 

Fin lni(‘gral derselben, so gcht dieses bei alien moglichen 

Uinlauri'n von .r nur in eim^ endliche Anzahl von Zweigen liber, die 
wir dureh 

beztdehiuui wollen. Die HyiumetriHchen Functiohen derselben 

A I ... y/i + % -f. . . . -f. 

„ + Vl + • • • + rjin-inm 

Am 

Hind dalnu' in d(ir ganzen rr-Kbeno eiudeutige Functionen und haben, 
da % . • • g,n Hieh iiberall bestinimt verhalteii, nur ausserwesentlicli 

1) V^rgl. Fuchrt, i^rellcH Journ. Bd. GC>. S. 15B imd Jahresbericht der stildt. 
(Ifswarbew’.hub^ zu B(‘rlin 1HG5, 8.31 If. 

Von^d. K {> e ii i H h o r g e r , behrbuch dfr Theorie der Dillerentialgleicbungen. 

Leipzig, 8. 478, 470. 
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siiigulare *Stellen. Die ^2 • • • sind daher rationale Functionen 
von x^). 'Tlx % • ‘ • Vm sind aber die Wurzeln der Gleichung 
(25) — Ax “j + (— lyAm = 0, 

deren Coefficienten rationale Functionen von x sind, d. h. tJx 

sind algehraische Functionen von x. Hiermit ist die Umkehrung jenes 

Satzes bewiesen, und wir konnen nunmehr sagen: 

Die notwendigen und Jiinreichenden JBedingungen dafilTy dass eine 
lineare homogene FifferentialgleicJiung mit eindeutigen Coefficienten nur 
algehraische Integrals hesitzt^ bestehen darin^ dass dieselhe der Fuchs'- 
school Klasse angehort und eine endliche Gnip^e hat^). 


111. Transformation der Differentialgleiehungen zweiter Ord- 
nung der FndLs’schen Klasse^). Die allgemeinste Differentialglei- 
cbung zweiter Ordnung, welche der Fuchs 'schen Klasse angehort, 
lautet nach (19) 

(26) ■^(a>yy"+ ix)y = 0, 

wenn 

i)(x) = (x — %)(^ — ^2) ... (a? — a^). 

Die zu X = Ui gehorige determinierende Gleichung ist also 


(27) 

wo 


denn es ist 


r(r — 1) + 


V(«.) 






[■ 



ax —ai)gg^xixn ^ 

L 'V'W ip'ia.) ' 

{X — _ ^2g-.2K) 

^ 


Gleichung (27) besitzt also dann und nur dann die Wurzel r = 0, 
wenn durch (x — a,) teilbar ist. 1st aber das Letztere der 

Fall, so ist X — Ui ein Teller aller drei Coefficienten von (26) und 
kann daher fortgelassen werden. Gesetzt, es ware fiir jeden Wert 
von i mindestens eine Wurzel der determinierenden Gleichung Null, so 


1) Vergl. Art. 104. Schluss. 

2) Bezilglicli des weiteren Studiums der linearen Differentialgleicbungen mit 
nur algebraiscben Integralen vergl. Fuchs, Crelles Journ. Bd. 81. (1876) S. 97 ff. 
und Bd. 86. (1878). S. Iff. 

3) Diese Transformation hat Fuchs in seinen Universitatsvorlesungen an- 
gefuhrt. Vergl. dje' In.;Diss. des Verf., Berlin, 1886, S. 5 £ 
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Ivoniiio imin aLso die gauze Gleiclmiig (26) durcli dividieren 

iind hiltte 

(2()'‘) y'+ 2/ = 0 , 

wo die Coeflieioiiteii von ?/" y' y gauze Fiiiictionen von x sind, deren 
( Jnul bezw. — — 1 , <9 — 2 . 

Hat aber nicbt jede der Gtcicbungen (27) (i = 1 , 2, . . 9 ) min- 

dentens eiiie Wiirzel = 0, 80 kbiinoii wir doch durcli eine einfache 
''I'raiKsronua.iion die (neiclumg (26) in die Gestalt (26^) bringen. Be- 
zcdebuet iiiau nilmlich niit r,- cine Wurzel der Gleiclmng (27), so setzen 
wir in (2()) 

^==() 

(2H) y (x — — aj'"- ..(>* — (^ — <^0^ 


wo also in — diejenigen Faktoren gar nicht auftreten, bei 
denen nir n der Wert Null geiiommen werden kann. Nacb (28) ist 


i ; . /I 



H- 



r,.(r. — 1 ) 
(a; - a.)- 


. y . 

T ^ — «.) (;« _ a^\ 


und di(^ (Jbuebuiig iTir u wird dalier nacb Division durcb U 


} 




l/r u" 

• ^ t 

- 0 >0 .Vi- 

I J (.C ft.)" ' J^{X-r- (1;) {X - (t^.) 

+ ■'/’/A-i ^ M = 0 


Die (loi-rtii-ienioii voii u" iiiid u' siiid durcli teilbar, sodass ganze 
Kuiiftidiifii ()*"", liczw. <((>-1)*"“ OrudcH iibrig bleibeii. Audi der 
( ludtidi'iit VOII a ist iilier dureh </- teilbar, sodass eine ganze Function 
2)'“‘ ( Jrudcs iibrig bleilit. Da iiiluilicli der Gleicliung (29) 
micli (2S) die durcli // dividierteii Iiitegrale von (26) geniigeu, so hat 
die zii a, geliilrige deteniiiiiiereiide Gleicliung von (29) fiir jedcn 
Wert veil i u c> die Wurzel Null; folglich ist der Coeffi- 

cient von u luich der ini Aiiscbliiss an (26) und (27) gciuachteu 

llufttur, l)lllufuiiliiUMli-iiliiii‘S‘’»- 
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Bemerknng durch f teilbar. I)er Quotient i.st cino gan/.c Function 
von a:, deren Grad <0 — 2. Wir Icbnnen daher .sagon: 

Wenn die allgemcine Glcichmg meiter Ordtmng dcr Fuchs' schm 
Klasse nicht in d&r Gestalt 

(30) ^ («)«/"+ {^)y' + 7>(— 5! (•'')?/ = 

vorlicgt, so lann sic durch die Tramformalion (28) jcdenf/tlls in dicsdlc 
gehracht werdm, wo th cine game Function 0 '''“ Grades mit lauter vm-- 
schiedenen Linearteilern, (P(,—i und gauge Fnnclioncn von :r- sind, 

deren Grade leew. <0 — 1 , 0 — 2 sind. 

Dass diese Transformierbarkoit don Differcntialgb'icbungiui zwoiicr 
Ordnung cigmtiimlich int, ergiobt wicli daruus, dans die dor Gloiolumg 

(30) entsprecliende Gloiclmng Ordiiung 

(31) ipyG) =» 0 '), 

•wo die (p ganze Functionen hocbsteiiH voni (irado ibroH Index und, 
falls dieser negativ, identisch Null sind, bei *•===>«,• di(! d(d.onnini(!rcud(! 
Gleiclmng 

(32) r{r- l)..(r-«+ 1 ) + r(r- l)..(r n -|- 2 ) ■ 

mit den Wuriseln 


besitzt. Dio lektere EigenHchafi int abor oilenbar clureh tdiK? I'rann- 
formation wie (28) nicht zu erreiclieii, wonn die Wurzelii vorher Ih*« 
liebige Werte liatteii. 

113. Dio Gau88’soho Difforontialgloichimg, Nach dem Krg(d>niH 
des vorangelionden Artikeln koimen wir die allgemeine Dinerential- 
gleichung zweiter Ordnimg dor .FuchH^Hchen KlaaHe mit zvvei <mdliclH‘n 
singuUiren Punkten in dcr Form 

(33) (x — aj {x — rta)!/"+ + k-^)y' + A.?/ ““ 

annelimen, wenn wir une nbtigenfallH die Traneformalion (2H) acthon 
ausgefiilirt denken. Durch eine weitere IVarmformatiou der unal^hmitjlf/rn 
Variablen kbmien wir dabei die beiden endlicheu Hingulilren Hielhm 
nach den Punkten 0 und 1 verlegen. Wir setzen 

(34) X -- {a^ ~ a,)^^ 

sodass 

^ (^^2 “ l)y 

1) Pochliammor bozeichnet die Bingulllrea I’unktc diaaer DiiFerantiulKiai- 
ebung als einfache. Vergl. Crellos Joum. Bd. 73 (1B71). H. iMK 
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dj/ _ dy_ 1 d^y d^y 1 

dx dz «a — «! ’ dz^ (osj — aj® 

und die Differentialgleichung (33) in 


«('-!) S + [^^.+ h-] g + <.!/- 0 


iibergeht; oder wenn wir noch 


( 30 ) 

setzen , 

( 37 ) 


' &o + «1&. ^ 

^ 

cc -f- /3 “f- 1 

« C*Q z zz:z a 

1 , 

e{z — 1 ) — [y - (« + /?+ 1 )^] + a/di/ = 0 , 


d. h. in die Gr a u s s ^ sclie Differentialgleichung. Wir konnen clalier 
sagen: 

Die Oatiss^sehe Differentialgleichung 

x(x — 1 ) 2 /"— [y — (a + /i + ccpy == 0 

repramiticrt die allgemcinste Differentialgleichung zweiter Ordnung der 
Fuchs’ schen Klasse mit mei endlichen singuldren Stellen^ insofern als 
die allgemeinste Gleichung der bczeichncten Art durch die Transformationen 
(28), (34), (36) in jene uhergefUhrt werden hann. 

Diese Bedeutung der Gauss^schen Differentialgleichung moge es 
reehtfertigen, wenn wir ondlich im nachsten Artikel die in Bezug auf 
dicHolbo im Lauf der Untersuchung gewonnenen Resultate noch einmal 
zuBaimuenBtellen und bei jedem der drei singulliren Punkte 0, 1, 
oo das in seiner Umgebung gilltige Pundamentalsystem angeben. 


113, Dio Intogralo dor Gauss’schen Differentialgleichung. Die 
(I a u H s ’sche Di ilerentialgleichung 

( 38 ) x(x — 1 ) 2 /''— Ir— + l)x] 2 /'+ a^y = 0 

hat die drei Bingulilrcn Stellen 0, 1, 00 , welche samtiich Stellen der 

Bestinimtheit sind. 

1) Die singnldre Stella x = 0. Dio Wiirzeln der determinierenden 
Gleichung sind 0, 1 — y (s. Art. 10). 

a) Sind beide nicht um eine ganze Zahl verschieden oder gehort 
trotzdem zu beiden ein Integral erster Stufe (s. Art. 18), so lauten 
dieso, ein Fundamentalsystem bildenden Integrale (s. Art. 23) 


(31)-^) 


Vm : -= ft y; 

. 7 ;' -->'7''(« + 1 — r, + 1 — 2 — y; x). 


16 * 
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b) 1st y eine positive gauze Zahl iiiulj falls ^'>1^ keiue ( 
Grbssen cc^ ^ gleicli eiiior der Zalileii 1 , 2, I (s. Art. 18), 
geliort zu der Wiirzel 0 ein Integral orster 

2/oo £= P, r, •'»'■) , 

J2U I — y -aber ein Integral zweiter Stufe 

yo, i_y r-i :- ^ c*V' + F(ci, fi, y; x) loji;.-*; . 

(k) 

Zur Bereclixmng von dessen logariilmunifreitnii 'IVil leiicMi wir na 
Art. 59 (indem wir den dort beiiuizttai Huchslnhen a. tlurr.h a erstd./a 
aus 

'^\u ((k.k-'lCk .l-l-fhkCk 

E ^ — (lo a - — !)(/*; (i ' — -j- ’"1“ V *■’ i 

(s. Art. 10) die llecursionslbriuel her 
(40) l: : “I* (hk^'k + lf‘k I “i* (Ukf‘k 

— (2/^; + a + ji ~ 2) a. . i + 4^ T - ' ■ 1 

' — (fc oj — !)(/; -f. /j™ l)6*i_i 4“ + T 1 ^ 

worin die a die Cocnieienten von p, y- x) nind, also 

Ci^y = (%2 .y C I 0, 1 

isi Domnacli ergicbt Formel (40), lilr /»: ^ 2 y, .1 y, I, 

gebildet, 

^ 1 ) 

r ^ (y — t)(y — 2). i ! 

" ^0^ - l)(«5 ~ i)i(i ‘i) 


c =sr“ ^ 0^(y i)!(y *2)! 

^ I)..(c^-y4. l)((i y 4. 

wilhrend wir den willkiirlidi bleiboiulen (Joenicicmieii 4, 0 netze 
Nach Arlikel 03 Formel (26) bildeu wir (lami 


a.(a) 


(-l)>'(y - 1)! (y 2)! ^ 

(a — 1) . . (a — y + 1){(J — I) . . Qi ™ y t) y' ‘ ■' y) 


0«+j,_2(«) (« - 1 + y) 

und weiter mittelst der Kecursionaforuiel 
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Ck(o)lo(Jc -f- 7 — 1) — Cjfc— i(<2)(Z; -4~ a 

(fc =5= a 4" 7} « 4” y + ij • • • ) 

(a + y + _“ j“"“ l)(a + y + |5 — 1) 

(a y)(^* + 2y — 1) ~ 

(g + y + o; - -- l)(a -f y 4. Qf)(a -|- y 4- jJ — 1) (eg -| - y 4- jg) 
(g -f- yj(g -f- y -[*■ l}(a 2y — l)(g -f- 2y) 

X3. S. W. 




Differen/icrt man nun alle Oi(a) (i = o, a + i,...) nacli a nnd setzt 
a = 1 — y, so iindet man fiir die gesuchte Reihe Ec^x’^ 


( 


((Y — r 


l)!(y_2)!_ 


(41) 



. «(« + i)P(ff + 1 ) / 1 I 1 1^1 ^ ^ 

l.‘.!.y(y-[-l) \ « "T" a+l "T ^ "T (3+1 - I 

H- 





sodasH (las liiermit oirigcfulirte Symbol Fi{cCf /3, 7; x) gerade wie 
F(a, 7; x) einen in ganz bestimmter Weise aus den Grossen a, /J, 
7; X gebilcleten lleilumalgoritlimus bedeutet. 

Dcnunacli lautet das Fundamentalsystem bei x == 0 in dem nnter 
b) betracht(^t(vji Falle 

( ?/«u- 

^ ^ 1 2/(1. 1 -)' : ■ («, /5, y, «) + n log a; . 


l)(>ii liiorin als be.sondcM-on entluiltenon Pall y = l haben wir bereits 
ill Aril, (i-l Ills Jleisiiicl Inniufc/.li. In der Tliat wird das allgemeine In- 
tegral + ^ 0 2 / 0 , 1 -}• Inr y == I mit dem dort unter (37) auf- 

gest.ollteii idoiitiscli. 

c) Weini endlicb y Null oder oine negative gauze Zahl ist, aber 
koine der (IruHseii «, (i einen der Werte 0, — 1, — 2, . . ., y hat, so 
gi'lidrt (h. Art. 18) zu 1 — y ein Integral erster Stufe, zu der Wurzel 
0 aber ein solelic.s zweitcr Stufe. Das erstere lautet (s. Art. 23) 

y„, A’(« + 1 — y, /? + 1 — y, ^ — 75 ^j); 
wir kl'innen iuih dasselbe auch .so berecluiet denken, dass wir in (38) 
(.(O') y = a';‘-)'« 

.snlislitnieren nnd dadureli fiir u wiedor eine Gauss’sclie Differential- 
gleichung erhalten, in welcbcr an Stelle von a, (3, y bezw. die Grossen 
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a -j- 1 — y, i? + 1 — V, y 

getreteii siiid. Dann trifft aber bei der jetzigen Aiinahuie ilber y fUr 
die Gaiiss’sche Dilferentialgleicking in n der vorlier btduindtdfe Kail 
b) zu. Wir konnen daher auB (39^0 aucli dan Inlt^gral zwndter St.ulb 
fur diese Glcichmig in u sofort ableHoa und erhulinn bo uIh Ktinda- 
nientalsystem der vorgelegteii (Ucieliung QW) in dtnu Kalh^ e) 

|2/o, : :^yFia + 1 y, + < - 7. ^ r; 0 

(39«) Voo - ^ + 1 y, (i 1 -- y, y; J‘) 

I ^ + 1 • y, /i + 1 — r, 2 ^ r; jj h^g 

Hierbei coiivergieren alle sechs lleilien, dic^ in den|Koriuela 
(39^% (39^) auftroten, imierlialb den KnnseH mu a* ^ • 0 inii dtnu Ita- 
dius 1. 

2) Die singuldrc Sidle Die Wiirzeln der zugehurigen 

determiniereiiden Gleidiung hukI 0, y ■■ a- /J (b. Art. 10), Wir 

kbmien die UnterBuchung am einDudistiui auf tlie vtu’lu*rg(dnuult» bei 
=3 0 zurilcldilbron, indein wir in (3H) 

1 X X 

substituiercn. Dadurcli reHuUieri wieder eint^ (uinHH'.sehe Dillereulial- 
gleiclmng zwisclieu y und x' (h. Art, 10), in wtdeher an Sitdle vcm 
/J, y bezw. die Gtobboh 

/i, a d- (i d''" 1 -- y 

getreten sind. Denmacli ergeben nieh (H(^ iblgemlmi drei (ieHiuliim 
des zu X = 1 gehbrigeu KundannuilaLsyHimnH fdr die drei Knlle, iU>er 
deren Eintroten natdi Art. 18 zu entBeheiden ini, indent iiiun tlie dor- 
tigen Bedingungeu fllr die (JrbHseu a, ji, a 4- *4 I y Idldei: 

a) wemi zu 0 und y — a — (i ein Integral erwler Sitife gtdiljri 
(s. aucb Art. 28) 


(43-) { ^ 


2/io ^'X«, ft « + /H- 1 • y, I - ^■) 

.n : (I - »•)>'-«- .''/'’O' — ft y - «, y—a /j-(- 1 ; I a'), 

b) weim zu 0 cin Integral urHter, zu y — u (i ein milclicH zwnihT 
Stufe gehort, 

( 2 /io ■ ^) « + /^ + 1 

(43’’) ■ 3 / 1 , y_a_f( a 4" /^ + 1 

+ F{<x, + 

c) wenii zu y — a — j3 uin Intognil urHter, und zu Null eiii In- 
tegral zweiter Stufe gehort, 


1 

y; I — .r/ 

y; I — a;) log (I xl, 



Differentialgleichungen der Puchs’achen Klasse. 


231 


113 ,] 


(43“) 


= — a, y— a— /J+l; 1— «) 

y^^-^(l-xy-<‘-PFyy—^,'y—K, y— a— /J+1; 1—x) 

(l—xy~“—PF{y— ^,y—a, y — «— ]3+l) 1 — »)log(l— a;), 


wobei alle sechs in den Formeln (43*), (43'’), (43®) auftretenden 
Keihen innerhalb des Kreises um a? = 1 mit dem Hadius 1 conver- 
gieren. 

3) Fie singuliirc Stclle x — oo. Die Wurzeln der zugehbrigen 
determinierenden Gleicliuug sind — a, — /3 (s. Art. 107). Die Unter- 
suclnuig wird wieder am einfacbsten anf die unter 1) angestellte 
/-unickgefiilirt, weini wir in (38) substituiereu 

(44) ^ = y = s«u, 

wodurcli zwisclien der unabluiugigen Variableii 0 imd der abliaiigigen 
u eine Gauss’sclio pillerentialgleiclmng liervorgeht, in der cc^ y 
be/iW. diircli 

a, a — y+1, a — /J+l 

civsckt Hiiul. Duller lautet das in der Umgebung von x = 00 gtlltige 
b'u 1 1 (bu u ent al system 1 n 

a) woim zu beiclen Wurzeln — a, — /3 ein Integral erster Stufe 
gehbrt; (s. aucli Art. 107) 

2 /»,— « ; x-^Fia, a~y + I, « — ^ + 1 ; 

. / l\ 

: : X ^F\p, — y+1;^ — a + 1; ■■^7^ 


b) wiMui zii —a ein Integral erster Stufe, zu — /3 ein solches 
zwinter Siule gehbrl, 

x-“F («, « — y + 1, « — /i + 1; 

(.1. >•,'■) ■ a? - "J'’. (a, a — y + 1, a — ^ + 1; 

+ a;-“.7'’ («, a — y + 1, a — jS + 1; log-^ , 


c) wean zu --ft eiii Integral erster, zu — a ein solches zweiter 
Hiufe gehbrt, 


(•irvO 


X~PF (i?, ^ - y + 1, fi - « + 1; 

+ xr-PF(ii, /J_y+l,,3-« + l; D logi , 
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wo saratliclie aecha in den Formelu anllrettnuloii 

Reihen misserlialb dea Kreises tiiii x — 0 mii dom IrudiuH 1 eonver- 
gieren. 

Unsere Metlioden haben also gestnt((‘i, f'llr «lie Infngrah^ der 
Gauss’ sclieii Differentialgleicdimig hei den sitigidanni SUdhni mitlcdsi 
der bciden lleiheiialgoritluuen F und l^\ in jcnlinu I<'all<^ (‘imui expli- 
eiten Ausdruck air/ugeben. 



Anliang. 

II ii 1 f s s a t z e. 

Zu Kapitel IV. 

Sate 1: Sind irgcnd welchc I Functionen der Varidblen 

so ist die Iklerminank dcrselhen 

j. Ik. lU . . - 

1) “ 

ih u{ . . . 

dann inid nnr dann idenlisch Nnll, tvmn iky . . . tix linear dblidngig 
sbuO). 

Jivivcis: DaHH .7) filr jedcn Wert von x verscliwindet, wenn 
zwinclu^i oino linoarc homogene Relation mit von x 

unalduliigigen Oooflicienten besteht, folgt ohne Weiteres aus den 
Klenieiile.n der Deierniinanteniheorie, da aladann auch z-wischen den 
enstt^n, zweiton, xu h. w., (A — Ableitnngen von immer 

dii^Hcdbe R(»laiion besteht. 

Zulu IhnveiH d(vr Uiuladirung gehen wir von der Annahme ans, 
(luHS /) idtuitiseh Null ist^ mul bezeiehnen die Adjiincten der Elemente 
in der lidzfen Culunne von J) bczw. mit 

■^1 7 *^^2 J * • • ? 

Ihiun hat nuui das System der Identitiiten 

■ + A.yiu "I h ^ ^ 

/Ij -f- Ai/aJ ^ 0 

IJ) • 

2) A.nd --> H + Axux ^^-^^^ : 0 

. H h --e 0, 

I) Vri’Kl. i’liriHiornd, CrelloH Jourii, lid. 55. (1858). S. 298. 

FrelM^niuH, „ „ ,, 70, (1878). S. 237, 77. (187*1). S.24G. 

1‘aHrli, „ „ „ 80. (1875). S. 177. 

'i'aiuierj, AnnaleH do Tucolc iionmile, sGrio, 4. (1875). S.121. 
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von denen die 2—1 erston dadurcli eiiistolien, (Iuhh die Klemcnite 
einer Colonne von J) mit den Adjuiicten der Elaiueuie aiiu^r luidem 
Colomio componiert werden, walireiul die lei.zte (due Kolfjja dan idan. 
tisclien Verscliwindens von J) int. Diavli DiHareatiuIion dca- A~ I 
ersten Identitiltcn in (1) nach x und jedeHuuiligt^ Sublraktion der 
nachstfolgonden Identitat crgiebt nicii, wtaui 


gesetzt wird, 

‘A tl 

d.v 


A^'n, 

+ 

(2) 

A'< 



.J 

) + 


ii '■ 1 , 

-I- h 

•■( ^ Alu/ u 

a) 0. 


Sieht man also von der lekten Identitilt in i l) m /.tdgl Midi, dush 
die I Grosseu A und die. A (^r(m^u‘n A' tlrtiSillira I \ liiifurtni homo 
genen Gleicliungon gmiOgon^ hieruu.s lulgt 


(3) d, : : • • • : A yl/: d/: • ‘ : .!/. 

Nun wollon 'wir zunilchHi vorausacdzen, cIii.hm keiin* dor CiroHseu 
Ai * Ax idenfcisch Null, und dfirfen dann luirndniuni. ilmn niinih*- 
stens eine der Grussen A{ A^\ A/ niclit ithnitinrh Null inf. Wilren 
namlich die letyieren Hilmtlicdi ideiiliiudi Null, m* wiirtni jn idlo 
Ai A.j.,.Ax von X unabhilngig tntd dan Mewtidimi inner linoiiren Ab- 
hangigkeifc zwiseheu Wj ttj , . , wilre tlundi dio’ mvde dn* Idimtituten 
(1) orwiesen. Sei also eiwa di nirht itleniiwrli Null; dunn liidVri (3) 
die Gleicliungen 



a; 


Oder 

1, 

1) 

", 

woraus folgt 



X:)- 


tl / A 

da: \/ij 

A, 


0 (, i.a, 


d. h. die Quotioiitoii -J~ niiid voii x iiiiiiljliiingig, Uiviilii'Jl iituit iilf'' 
die erete der Identitilteii (1) (Uin:h At, hi> htidlt 

/j\ .Ai A« Ai I 

(4) 2'^ Ug -{ ^ II , ft 

eine lineare Abhangigkeit zwischeii u, h, . . , tl»r. 
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1st nun eine der Determinanten Aq • • • Az identiscli Null, was 
bisher ausgesclilossen wurde, so Imiipft sicli an das Verschwinden 
dioKser Determinante, da sie aus A — 1 der Functionen u^...uz 
geradeso gebildet ist, wie D aus alien . . . iiz, genau dieselbe Dis- 
cussion. Man lindet dalier in diesem Fall enlweder eine lineare Ab- 
bangigkeit zwisclien X — 1 Functionen u, oder es ist wiederum eine 
der in Frage kommenden Unterdeterminanten Null, u. s. w. Da man 
aber auf diese Weise scliliesslicli zu den Determinanten zweiten Grades 

Ui 

Ujc ui 

lierabstoigt, bei denen die Adjuncten der letzten Colonne je zwei 
dor Functionen , .uz selbst und dalier sicker nickt identisck Null 
sind, so gelangt man spatestens bei diesen Determinanten dakin, dass 
die oben gcmackte Voraussetzung tkatsilchlick erfiillt ist. In diesem 
auHserstou Falle wilrde also sckon zwiscken irgend zweien der Func- 
iioiieu n .2 . . . tcx cine lineare Abkangigkeit besteken. 

Jliormit isti der Satz ganz allgeniein bewiesen. 

Satss 2: Sind 

i’iioii) , . . . , ipxix) 

I melt injc-nd tvdckm Volmsm von x fortschrcitmde JReihen von der 
IkscholJhiheU, dass eine jeilc von ilincn nur solclio Totenmi von x enthalt, 
die in keiner der iihriyen auftreten, so sind die ^ Ideihen linear unal- 
hdrujiij. 

HoHliliulo uiiiiilich eino lineare liomogeue Relation 

( 5 ) ^ -(-•••-}" Gx'4’x 0 

mil, vou X uiiabluiiigigen Ooefficienteii C\, C^j-.-jCx, die fiir jeden 
Wert von x erfUllt ist, so lutissten die Coefficienten der einzelnen 
Uotenzevn von x auf dor linlcen Seite von (5) gleicli Null sein. Ist 
nun aber otwa as''* eine in wirklicli auftretende Potenz, deren Coet^ 
liciont also 4“ 0 ist, so ist nach der Voraussetzung iiber die X 
Roihen ijx 

der vollstilndigo Coefficient von a;"* auf der linkon Seite von (5). Da- 
mit er verscb'wiudet, muss also 

C’l == 0 

sein. In gleiclier Weise ergiebt sich das Verschwinden von G^.-.Cx 
und <lannt die Unnibgliclikeit einer Relation (5). 



236 


Aiiluing. 


fZu Kap. IV. 

Sate 3: Sind A nach Totenmi von r-r; fortsehrd- 

tende Itcihcnj dercn sdmUiche dch mir um game Zahkn odcr 

Null von cimndcT miterschdden^ mui demi jede mil dnem midmm lico- 
poncnten heyinnt als alle ilhrigen^ so sind sic linear tinnh/uingig. 

Iktvcis: Jode der iieilu3n (leakeii wir iuih in deiu 

Siiino luich sfceigciiiden Fotonzen vnn x ^aordaei, iIiimh dic^ raellon ^J\‘ilo 
der Expoiieatcu waclusea. Bind dami /*i die narJi Voraua- 

sctziiag vo,u eiiuuider vt3rHtdii(HleiHai Aaiui}gHexjH)nc»a<an von bnzw. 

^2 ’ • • HO koaaea wir unnehmoHj dans aueii die* n*e*!le3i 'r<*ilo 
dieser Zaldcin bid der uuge'gelKaien Heilietddlge wueliHen^ r^ uIho die- 
jeiiigo von ilmen mil. dinn kl(‘iaHit*ii reedlfu dVil ini, 
lieBtrnulo nun eiae lielalion 
■(0) + + + 

mil; von x iinahlinuglgcai (dot'dicienfeiij ho wtirdi* diom* witnlc^r duH 
VcrHcbwinden der cdnzelniai Ikdetrzeu vein j: in (d) (’rlbnieni. Dm 
Fotenz koninii aber aur in ti voi% HtnlaHH zanilrhHi 0 ;>uda 

niUHB, Dana 'wiederhoU. aiaa aber cleaHtdhnn Sflilu.?iH in Ife/aig auf die* 
Itoihen u. h, w, and liadei danH idle in ((i) 

den Wert Null liaben adinnen, tl. la daws ditw liidatitni tamirigUtdi ist. 

Sats5 4: Sind //’u ^ Unnir itnahlidngigf^ sivh hri X' ■ o 

hcstinind verhaUende Jleiln n^ In wdchu dd Kepant idm sdndiivhrr PtdaLxn 
von X swh nnr nm fia)i.:e Zahlrn (uli f Zidt unitrsditiilt n^ so knnn man 
X Unmre homogene VerhhulHngtii ih'rsrliitii Inlileiij die wivdvr liurar an- 
dbhilngig sind nnd lauter rersehinlene Anfamjsrxpumidm hesiimaa 

Jlcweis: Dio Iiidlaui 4\\ • • • 4'^^, weimi tii dinner Keilii?nlVdgr ho 
geordaet; dann die n,n*llea dk'ib? der Aalung.Me.x|N)tieaie}i nielii alnadi' 
aieiu Keiac der Keihea bat almi eineii AafiiiigHex|ioneni iiiit kleiue- 
rem reollen Toil ala 4‘r **iwii die Ajd‘aagHex|ioa,i‘iifi*n 

von V'V "i ^Itvieli tleai von tira wir Tj neiuieii wollini, 

wiUiread derjenige von, i/^y {*iatui gri»H«ereii reell«*n dVil lnii^ ho kuan 
man die Doaetaaten a,j dmiirl wuliliui, iIiihh 

- 11,14% ; . ‘ , 4% i a, 

aiebt laehr zu Hoadera zu eiiieia Kxpoia’alfii inil, griiHHenuii reidlen 
Toil gelairoiK lieiraiditea wir nan Htiifd der arH|irfiiiglirb<ai ilie A Ileilnut 

0) tl, ts “ .-OV I 4 t/v, . . ti , 

HO haben diene Hchoa die KigeaHeliiill , duHH aur iiurb zii dem Dx 
pononten fj niit kb*iaHii*ia ri‘elleti Tril gehbrl. niiid iilier ivitulfraui 
linear uaabbilngig; dean die Did4‘riaiiiiiiite ilitu-ier A biiiiriionioi i.ni 
(a. Baltzer, Tin a, Anw* iL Dt?i» h, AiilL § 11 . 1) nl.^ Frodnki zwidm' 
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1< aktoron tlarst^lbar^ cleren einer die von Null versckiedene Determinante 
dcr X linear luiabliangigeii Fuiictionen ^2 • * • deren anderer die 
Deteriniininte der Substitutionscoefficienten ist^, vermoge deren . sick die 
^’’unetionen (7) durcli die ausdruckeii; welche den Wert 

1 bat. 

Wiederlioli, man dicselbc Operation in Bezug auf die ^ — 1 Func- 
tion eu 

HO treunt man wicMler cine Itcibe ab^ die zu einem Exponenten rg 
gebih't, doHH(vn nudler Toil groHscr als der von aber kleiner als 
l)(‘i den X — 2 iibrigem llciheji int, und die X jetzt an Stelle von 
ih * * “ ^CHcd/zteJi lleibon nind wiederum linear unabhangig. U. s. w. 
J<]n.dlieb gelangt man ao zu X linear unabbiingigen Reilien 

die liueare bomogene Verbiiidungen von ^2 . . . 'ijjx, wie diese linear 
unakbiingig aiiul und bezw. zu X von einander verschiedenen Ex- 
ponenten 

gebbren. 

Satz 5: .Mine (jaiwe raldonalc Function von logx^ deren Coefficienten 
— ab(/esehm hoehslens von einem ihnen alien gemeinsamen Falctor x^' — 
in einem KrcLs oder Kreisring mil dem Mittel^mikt it: = 0 eindeutig sind, 
verschtoindet idcnlmk nur dann, wenn die eiwelnen Coefficienten der 
Tolenmi von log x ulenlisch verschwinden. 

Ikiveis: 'Wenn 

(S) y V’o + ti + log‘'^it: 1- ^alog^'x = 0, 

wo die l<’unetionen i/'o, V'l ? • • • ? Vv, abgcaeben von dem ihnen alien 
geimdiiHameii t'akior itV, iii dem gedaebteu Gebiet eindeutig siud^ so 
ini aiieb die aua y entatebende Function , wemn x einen Umlauf urn 
a; «:a (I Ijeselireibt, die wir mit y bezeiclinon; identiacb Null. Beruck- 
Hicbtigt man (vergl. Art. 51), dass bei dicsem Umlauf jede der Func- 
tio!um f sicb nur mit dem Faktor 


muliipliciert, log.r aber um 2?ri vermebrt, so erluilt man fur y einen 
AuHtlruek (vcn-gl Art. 51, (11) und 5(> (5) und (6)), dem man am ein- 
raebHii!n die Gestalt giebt 


00 


!/ 


4- ... 4 . 1 . 

I r'lu”:.'/; <s\ (r) log 


Naeh der vorauHgesetzten Identitilt (8) ist also auch 
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( 10 ) 


y — ay =- a 


|~2»j 


dy 

d log * 


+ ••• + 


_ 

«t! (yioga;)" 


Dies ist aber eiae ganze rationale Function von logrn vom (o 
Grad, bei welclier der Coefficient von ]og‘’“’a; 


ra - 6 !{'„ 


lautet, d. h. sicli von nur durcli oincn von Null vcrachiedenon con- 
stanten Faktor uutorsclieidet. Behandelt nian don Auadruclc (10) geradt;- 
so wie vorlier y, so kaim man don Grad in log x abennals nin dio 
Einheit erniedrigon, u. s. w. Nacb o-innliger Wioderholnng di<>aor 
Operation gelangt man zu dom liosuliat, dass die mit einer von Null 
verscliiedonen Coustaiitcn mulfciplicicrU^ Function j/'o ideniiHcli Mull 
sein muss. Dann ergiobt sicli aber das Gleiclio ebenso I'ilr V’.. -i, 
i’a-ss, ■ • - iti, und scliliesslick unmiltelbar I'ilr V',,, wmuit der Hatz 
bewiesen ist. 

Direkto Folgorungon aus Satz 5 sind dio Hatze: 

Sind J/a , . . yz yanse ralionak Fimctionm von log ,r, jcdc 
von cinem anderen Grad in log x, dcren sdnUlk/ir. (Jocflkiaikn, (thi/rsrhou 
Jmhstms von eincm ihicn allm ycnicinsanum Faktor :tf in rintnn Krein 
Oder Krcisrimj mit dm MUtclpiinkt a; — 0, cindcutit/ .shnl, so sind dic- 
selben linear malihdnyiy. 

Sind yi y^... yx ynma Funclumcn von log x, derm (totfjirinilon, 
ahyesehm hdchskns von cinem ihncu alien ycmrinsnmrn Fak{»r in cinem 
Krcis Oder Kreisriny mit dem Mitlclpunld .« - ■ 0, cindcutiy sind, and 
sind in den Funotioncn dcssdkn Grades in log.r die Gocfjieirnten der 
lidchstan Fotms von log x immer linear nnalddinyiy , so sind aueh 
UiH'i ■ ■ - Vx sclbst linear unabkdnyiy. 

Der erste dieser boidon Biltze kann oll'enbar als Sjiecialfall des 
zweiten angesehen werdcn. 

Satz 6: Fine Function der Gestalt 


y M, + w-j + • ■ • "I- Hx , 
wo 

^ ’^u) + ^ 1- log"*.,; 

^ + til log;i; log"* x 

. ux EE; ho + fbii log x~\ f- log « ix, 

siimtliche abyeschcn von dem Faktor x’‘‘, simtliehe ahyese/ien von 
dm Faktor u. s. w., in eincm Kreis odor Kreisriny mit dem Miltel- 
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pmlt x — O emdeutig sind md sich nicU mei der Zahlen r, n... n urn 
eine gmze ZaU oder Null unterscheiden, vmcliwindet identischmr dann 
wenn samthcJie ip identisch Null sind% 

Beweis: Wenn 

y = -|“ ^2 -f- • • • -f- ui = 0 

ist so ist auch die aus y durch einen Umlauf yoxx x nm ent- 

stehende Function y identisch Null, d. h. 

^ = Ml -J- -[- • • • -f- = 0 

Oder, wenn 


rt i o ^ 

6 =zWj, e ^ =< 02 , 


I ai 


gesetzt wird, wobei alle a von einander und von Null verschieden sind, 

( 12 ) 

1 dlogx e,l (Slog*)‘’‘J 


dlogx 

+ , 2 TT diu 

<02 *<2 + — ■ + 
L Id logx 


• + 


,(T, 


+ 


(23r^) 

(Tg ! {d log x) 


^2 


+ + ... + d-si' y--. 1 = 0 . 

L 1 a log « ffi! (aiogi»)‘’d 

Dutch Subtraktion der mit multiplicierten Identitat (11) von (12) 


folgt aber 


(13) ■ to, fiiEi 4- . ■ ■ j- .1 

L 1 5 log X log 

+ (t02 - <0i)«2 + 02 T— + • • • + - -1 

L 1 aioga: c, ! (aioga:)®J 


+ 




Die linke Seite von (13) ist nun eine Function von derselben Gestalt 
wie «/; die hocliste Potenz von log ist in jeder Zeile mit einer Func- 
tion multipliciert, die sich nur durch einen von Null verschiedenen 
constanten Faktor von derjenigen unterscheidet, mit der die hochste 
Potenz von log x in dem entsprechenden Teil von y, d. h. in der ent' 
sprechenden Function u multipliciert ist ; aber in der ersten Zeile von 
(13); d. h. in dem aus % entstandenen Teil ist der Grad in logo? um 


1) Vergl. Tbome, Crelles Journ. Bd. 74. (1872). S. 195; Tannery, Ann. de 
r^cole norm. 2“^® ser. 4. (1875). S. 144. 
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Eins erniedrigt. Nimmt man also mit (13) die analoge Operation 
vor und wiederholt das Verfahren im Ganzen so wird die von 

lierriihrende Zeile in dem entstelienden Ausdruck, der identiseli 
Null istj ganz versckwunden sein, "wahrend der Grad der librigen 
Zeilen in log derselbe geblieben ist wie in den entspreclienden a 
nnd die hocliste Potenz von log x in jeder dieser Zeilen, abgeseben 
von einem von Null verschiedenen constanten Paktor, immer nock mit 
derselben Function iIj wie dort multipliciert ist. 

In gleicker Weise reducieren wir den Ausdruck weiter, indem 
wir aucli die von U 2 , Wg , . . kerriihrenden Teile ganz zum Weg- 

fall briugen und endlicli den Grad des aus ux kerrubrenden Teiles in 
log X von 61 auf 0 erniedrigen. Dann ergiebt sick also das identiscke 
Versckwinden der mit einer von Null verschiedenen Constanten mul- 
tiplicierten Function 'ilJxai, d. k. 

^ TpXff^ = 0 . 

Ebenso folgt nun natiirlich das identiscke Versckwinden samtlicker 
anderen 'ifjxj dann samtlicker 'tjjx—if u. s, w., endlick samtlicker 
zwar das der letzteren samtlick gleichzeitig , da ja, wenn erst die 
Identitat 

y^ = Uj^ = 0 

erwiesen ist, Satz 5 zur Anwendung gelangt. 

XJnmittelbare Folgerungen des kiermit bewiesenen Satzes 6 sind 
wieder die Satze: 

Functionen U 2 • • • ux von der in SaU 6 angegebenen Art sind 
linear nndbhdngig. 

Sind % . . . itx Functionen der in SaU 6 angegebenen Art, bei 
denen jedoch die Zalilen r^ • ^rx sich derart in ^nelirere Grnppen 
sondern, dass die Zahlen derselben Gruppe sich nnr um game Zahlen 
Oder Nidi von einander untersclieiden , so ^erfdllt erne lineare homogene 
Relation Misclien . . - Ux in mehrere solche, deren jede nur die m 
den Zahlen r ein und derselben Gruppe gehbrigen Functionen u entJidli 


Zu Kapitel V. 

Wenn die Determinante 


^11 ^12 • • • 


D = 


^21 ^22 


a^n 


( 1 ) 


OjyiX a^i^ • • • ^nn 
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den Wert Null hat, so gmugen die Elemente jeder Zeile (und elenso die 
jeder Colonne) ein und derselhen linear en homogenen Belation 
G^a^i “f* ^2^12 -[-•*•-[“ Gnain = 0 

^2^ “h -j- . . . -j- Cna2n == 0 

Giajii -j" C2an2 -j- • • • CnO^nn — ^ , 

in der nichf sdmtliche Coefficienten C Null sind, 

Passt man namlich in den Gleichungen (2) • Gn als die 

Unbekannten auf^ so liefert das Gleichungssystem (2) fiir diese ein 
Wertsystem, bei dem mindestens eine der Grossen C nicbt den Wert 
Null bat, sobald die Determinante des Systems, die ja mit 2) iden- 
tiscb ist, verscbwindet, (Vergl. Baltzer, TH. u. Anw. d. Det. 5. Aufl. 
Leipzig, 1881, § 8 . 2 . S. 72 ff.)* 


Zxi Kapitel VII. 

Wenn die lei x — 0 sicJi lestimmt verJialtende Function 
log a; + h (cr = 0,l,2,...) 

0 u dem an Stella (y = i, 2,3,...) stehenden Exponenten p gehort, so 
verhdlt sich die Function 

f Wdx 

iei X = 0 ebenfalls lestimmt und gehort m dem Exponenten ^ 1, der, 

wenn p = — 1 ist, an (y + 1 )^^, andernfalls an Stella steht 1st 
Q eine negative ganze Zahl, so gilt dieser Satz fur einen lelieligen Wert 
der Integrationsconstanten , andernfalls muss dieselbe gleich Null gesetzt 
warden, 

Beweis: Wir beweisen den Satz zunacbst fiir den Specialfall 
<? = O 5 es sei also 

( 1 ) t = ^ CkX^ = ^ + 1 ,.. .) 

eine zu der beliebigen Zabl q geborige Reibe. Dann ist, wenn wir 
die Integrationsconstante zunacbst fortlassen, 

(2) ir^ 

= Q+ 1 , 

WO der Coefficient c^i (und folglicb logrr) nur dann auftreten kann, 
wenn q eine negative ganze Zabl ist, und sicher von Null verscbieden 
ist, wenn q den Wert — 1 hat. Setzen wir also 

Heffter, Di^erentialgleicliuiigen. 16 
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(2^) fi^dx = X c^ilogXj 

so geliort die Reihe % im allgem einen zu ^) + 1? wenn p = — 

zu eiuem giosseren Exponeuteu. Die Constante welche mit log x 

multipliciert ist, miissen wir aber als eine zu dem Exponenten 0 
gehorige Functiou bezeiclmen. Der Coefficient von log x in (2®-) gehort 
daber, falls er nicht identiscb Null ist, zu einem Exponenten, der 
> p + 1 , und nur, vs^enu p = — 1 ist, zu p + 1 selbst. Das Integral 
(2) Oder (2®) gehort folglich stets zu p + 1; dieser Exponent steht, 
wenn p = — 1, an zweiter, andernfalls immer an erster Stelle. Diese 
Eigenschaft wird offenbar, falls p eine negative ganze Zahl ist, nicht 
alteriert, wenn man dem Integral nun noch eine willkurliche Con- 
stante c hinzufugt. Diese Constante ersetzt dann namlich in der Reihe 
X das fehlende, von x unabhangige Glied. Hat aber p nicht einen 
negativen ganzzahligen Wert, so muss die Constante Null sein; an- 
dernfalls wiirde namlich c + %, wenn p gleich Null oder einer posi- 
tiven ganzen Zahl, zu einem kleineren Exponenten als p + 1 gehoren, 
und, wenn p uberhaupt nicht ganzzahlig ware, gar nicht mehr eine 
sich bestimmt verhaltende Reihe im engeren Sinne zu nennen sein, 
weil sie Potenzen enthielte (z. B. die 0^® (c) und (p + deren Ex- 

ponenten sich nicht um eine ganze Zahl unterscheiden. — Damit ist 
der Satz fiir den Specialfall ^ == 0 vollstandig bewiesen. 

Bei dem allgemeinen Beweis des Satzes verfolgen wir nur noch 
den Fall, dass p eine negative gan^e Zahl ist, da diese Voraussetzung 
bei der Anwendung in Artikel 48 und 49 stets zutrifft und im iibrigen 
der Beweis fiir den entgegengesetzten Fall sich noch erheblich ein- 
facher gestaltet und aus dem hier zu fuhrenden unmittelbar abzu- 
lesen ist. 

Wir setzen 

sodass die Reihen . . . , in W bezw. zu den Exponenten. 

Po, Pi . . . PfT gehoren. Da nach Voraussetzung W zu dem an Stelle 
stehenden Exponenten p gehort, ist 

py~l = p 

(4) ' Py — p (a =! 2, 8 , . . . , y) 

Py+« >p (« = 0,l,...,cr-.y). 

es ist daher sehr wohl moglich, dass, wenn auch p = py_i eine 
negative ganze Zahl ist, qx gleich Null oder 

« einer positiven ganzen Zahl ist. • 
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Nun haben wir die Integrale 
(5) J fx log ^00 dx a = 1 , 2 , , or) 

zu bilden ] denn dass das fur A = 0 aus (5) entstehende Integral, 
wenn die willkurliclie Integrationsconstante gleicb Null gesetzt wird, 
stets eine zu po "1“ 1 geliorige Function ist, bei welcber dieser Ex- 
ponent an zweiter oder erster Stelle stebt, je nachdem = — 1 ist 
Oder einen andern Wert liat, wissen wir bereits aus der vorangehenden 
Betraclitung. Die Integrationsconstante diirfen wir aber in diesem 
und in den Integralen (5) gleicb Null setzen, wenn wir scbliesslich 
der aus alien diesen Integralen zu bildenden Summe eine willkiirlicbe 
Constanto hinzufilgen. 

Durcb partielle Integration ergiebt sicb 


xdx 


(G) j ipxlog' 

Nun ist nach (2"') 


log^^ 


Tpxdx 


-\o^^'~^xdx 


ipxdx. 


a) 


ftIJX dx HE: %X + X , 


wo die willkurliclie Constante dieser Integration natiirlich gleicb Null 
gesetzt worden darl^ da sie sicb sonst in der Gleicbung (6) docb fort- 
beben wilrde. In %i feblt daber sicber das von x unabbangige Glied, 
und die Function (7) gehort zu 1; welcber Exponent im allge- 
meinen an erster und nur dann an zweiter Stelle stebt, wenn qx— — 1 
ist. Doninacb wird aus (G) 

(8) / ij}^ log^ic dx == %;i log^x + log^+1 X —J -- %x log^-'^xdx , 


wo clio boiduu ersten Glieder rechts eine zu der an (A + bezw. 
— wenn qx=^ — 1 — an + 2)*“ Stelle stehenden Zalil ();i + 1 ge- 
hbrigo Function bilden. Unter dem Integralzeiclien aber steht eine 
Function von derselben Gestalt wie in dem Integral (5), nur ist der 
Grad in log a; um Eins erniedrigt, wilbrend die an Stelle von tre- 
tendo lleihe 



zu einem Exponenten gehort, der > Pi, und die Potenz x~^ nicU ent- 
hillt. Nimmt man dalier mit diesem Integral dieselbe IJmwandlung 
vor, wie vorher in Formel (8) mit (5), so folgt 

(9) — j xx\og^-^xdx == %xi log^-^a: —j %xx log^-^a: dx, 

wo %xt zu einem Exponenten gehort, der ^ ^ 

unabliiingiges Glied entbillt, ein Glied mit log^a? aber nicht auftritt. 
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Falirt man so fort, so ernicdriKt «!<;!> also bci jcdeiti Sclintt der 
Grad in log a; unter dcm IntegralKeichcn, uiul man t’rhilil schlii's.slicli 


(10) j>;ilog''a.v/a;=- 

in + • • • + + lx log'.r 


A I I 


^ ’ X y 


■WO %xa («===!, --M^) zu einem Expoiienit^n grliuri, tier 1; 

gehort genau zii cs sei denn = U in welelunu^ iMillt^ 

zu eincm grosscreii Expoiitnitcn gehort, wofilr alno' thmu r, i | n 
ist und einc zu pA "4" ^ Functiou darntellt. ludgHeli gtdiiui 

das Integral 

zu ();i + 1 nnd zwar ira allgemoiiien zu tlit^Btviu im (A 4 l)^*'**, uiul nur, 
wenn = — 1, an (A + 2^ Stolle Btelimideu Kxpontniien. Ihimit 
ist unser Satz aucli fur die eiuzoluen lutegruh* (5) bowieHen. 

Uin nun endlicli die gesuchto lAuiclion j H^'dx herzustelhui, nifinmui 
wir Gleiclmng (10) fiir A 0, bildeu und alia diene (Hei 

chimgen addieren. Wenn wir also jetzt nodi tiie willklirliehe (lon- 
stante c hinzufdgen, so erhalten wir 


(11) fWilx 

+ %() + Xii + + %m + 

+ log X [<f^i + Ai + hi + Xii'x ‘4'’ 

+ 


X".'> il 


log X 


.y « 


H- lug>-.r 


Xr-‘ -i- X-. 1 

r ,.(>■ 1) 

; 


I i‘. , i ■ 

I X".- 


+ . 


4*“ log‘^x 








+ log'H '.,- 


Hier gehort der von log a; froie Teil nach dor vorangohondon Kni- 
wicklung und mit liUcksiclit auf (4) zu (iinom Exjumimlon, der - ■ y f 1, 
und zwar, da < h py_i eine negative gauze Zahl Koin Hollle, aucli hoi 
von Null verschiedenem Wert von c. Das Gleiche gilt von den Coef- 
fioienten von log x, logics, . . ., log>“»x. Nelmien wir sodann an, dnss 
Q < — 1 sei, so gehort der Coefficient von logy* a: genau zu I, die 
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Coefficienten der hoheren Potenzen von logx aber zu Exponenten, 
die > 9 HP 1 sind. Mithin gebort unter dieser Voraussetzung der 
ganze Ausdruck (11) zu dem an Stelle stehenden Exponenten 

1st dagegen — 1^ so gebort der Coefficient von 

]Qgy— 5^^ 9 “H 1 wenn =j= 0, sonst zu einem Exponenten^ 

der > () + 1 . Da aber alsdann =j= 0 ist, so gebort der Coeffi- 
cient von logyx genau zu q + 1. Die Coefficienten aller folgenden 
Potenzen von log x geboren aber zu Exponenten, die > + 1 sind; 

denn von den in ihnen auftretenden Reiben x ist dies gezeigt worden, 
wenn man wieder die Pormeln (4) beriicksicbtigt ; die Constanten 


sind aber bei der jetzigen Annabme = — 1), der zufolge die 

Reiben ^y^.i , . , . , iiberhaupt keine negativen Potenzen von x 
entbalten, silmtlicb Null. Polglicb gebort in diesem Palle der Aus- 
druck (11) zu dem an (y + 1)^^^ Stelle stebenden Exponenten ^ 1; 

womit nunmebr unser Satz ganz allgemein erwiesen ist. 


Zu Kapitel X. 

Wemi 

y ^ f{x, u) 

cine FuncUon der hciden von einmder tmahhdngigen VariaUen x und u 
istj filr wclche die Identitdt 

d \ 'r) x^* ) dx^\du^^ 

hestiFt, so ist auch, falls u gleich einer differenmrlaren Function von x 

u q) (x) 

gesetd wird, 

rr -: ll f . 

()u^ dx^ 

]hm.ds: Es genilgt, den Beweis fiir p = r = 1 zu fubren, da 
sich alsdann der allgemeine Satz fiir beliebige Werte von q und t 
durch wiederbolto Anwendung des bewiesenen Specialfalles ergiebt. 
Wir bezeiclinen init 


dy dy 
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die partiellen, oline EucksicM daraiif, dass u und x von oitiander ab- 
hangig sind, nacli x und u geiiommeiien Ableitungon dtn' Function 


y^f(x,rc). 

(1) 

Dann ist 

(^. A : 

dx \()u/ 

L 

du'dx ‘ 

iw’P CO, 

werm 

du 
d X 

, dfpix) 
dx 


gesetzt wird. 

AndererseitH iat 


(2) 

<!■!/ 

dx 

dy j dy 
‘“1"" (hi 

9h)> 

also 

( 3 ) 

B /ily\ 

(ju \dx/ 

(■■Xfhi * 


Da aber nacli Voraussctzuiig 





r.« 

y 




(’X 

SO folgt aus 

(1) und Cl) 



( 4 ) 

d /dy\ 
d n \dxJ 

d (dy\ 
dx \('- It h 

\V. 7„ b. w 


Dio VorausBetzungon dicBcn Hu.Izch nind bid di‘r Anuiuiduitg di*H- 
selben im Tcxto (8. 146) erttUli. Di'un dorl int v,., riin* l*’iiiu'tion dcr 
Gestalt 

4>n -I' l/l.a lU \ , 

WO 

n log.r 

und die in eineni gewinnen (irbici cunvi'rgiijti' Ifi-ihru .niiid, in \vi4« 
chon die Expouenk*n der Potcnzen vein ;r sirlt nur inu giur/.n Zaldoii 
voti oinander unierHchcddoiL 

Zu Kapitid :m. 

JSeweis der B. 155 benHkitn /iiiri7iii;noi/#7i/bi-njr/. 

Die Detenninante 


:<in 


■ . d|.. 

J'l . W 

.D((U) I ■ 




i 

' fnl M , . , 

. . . . 

t.) 


(Art. 76 (13)) entsteht Howold diindi rmij|nii4itiiiii tU*r Zri!i»ii v*iii (* 
mit den Zeilen von Zi(®), hIh aucdi durcli (‘uinpyBilicnj drr i viui 
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B{(d) mit den Colonnen von C, Wir fassen zunachst die erstere 
Entsteliungsweise in's Auge. Greifen wir dann eine beliebige Unter- 
determinante Stnfe von JD(q) heraus 

so wird diese gebildet, indem in D(co) irgend welcbe v Zeilen, etwa 
die Zeilen ^2 • • • irgend welcbe v Colonnen, etwa die Co- 
lonnen gestrichen werden, wo sowobl die i wie die Jc v ver- 

scliiedene der Zahlen 1, sind. Dass eine solche bestimmte 

Combination von v Zeilen . iv) nnd eine bestimmte Combination 

von V Colonnen Qc^ 7% . . . 7cv) gestrichen sind, soil eben bei der Be- 
zeiclmung da der ei'ste, bezw. zweite Index andeuten, Nach der jetzt 
ftir J){(b) zu Gnmde gelegten Entsteliungsweise kann man dalier die- 
selbe Determinante da aucb aus zwei rechteckigen Systemen, deren 
erstes aus dem System der Elemeute von C 



durch Streichung der Zeilen \ ^ . . . iy, deren zweites aus dem System 
der Determinante J.((n) 



durcli Streichung der Zeilen \ 7^2 .. . K hervorgeht, erzeugen, indem 
die Zeilen des ersten mit den Zeilen des zweiten coinponiert werden. 
Nach dem Satz iiber die Determinante eines componierten Systems 
(Vergl. Baltzer, Th. u. Anw. d. Dot, 5. Aufl. § 6. 1. S. 48) ist dem- 
micli da gleich der Summe der Produkte von je zwei Determinanten, 
die aus den beiden rechteckigen Systemen entstehen, wenn jedesmal 
in beiden dicselben v Colonnen gestrichen werden. Bei der von uns 
cingefdhrion Bezeichnung fur die Unterdeterminanten von C und J.(cd) 
sind aber diese initeinander niultiplicierten Determinanten 
Ca i-in-d an a==i, 2,.., /o, 

wo X andeutet, dass eine bestimmte der ^ vorhandenen Com- 

binationen von v der n Colonnen gestrichen ist. Es ist also nach 
dem citierten Determinantensatz 

da — Ciiaui + -f- * • • + , 

womit die eine der in Artikel 77 (S. 155) benutzten Formeln er- 
wicsen ist. 
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Denkt man sich Dip) auf die zweite Art erzeugt, so beweist 
man ganz ebenso die zweite Formel 

dik — baiCsi +•••-{- hfiiC/uk- 


Zti Kapitel XII. 


1) Nachweis der S. 166 bemiizten Identitat 


( 1 ) 


dx\7]iJ’ 


WO % ein in einem Kreisring mit dem Mittelpunkt a; = 0 gOltiges 
nnd in diesem Gebiet abgeseben von dem Faktor eindeutiges In- 
tegral, t/i ein regnlares Integral ist, das fnr die Umgebung der in 
jenem Kreisring liegenden Stelle Zq definiert ist. 

Wir beweisen zunacbst die Identitat 


dj/. 

dx “ dx 


Das Integral «/,• hat als regnlares Integral bei x = die Gestalt 

(3) Vi = Co -f Cl (a; — -j-c^^x — x^,)^ . 

Macht nun x einen Umlauf von x^ aus urn x = 0, so hat nach dem- 
selben die aus yi entstehende Fanction yi abermals die Gestalt einer 
gewohnlichen Potenzreihe von x — 

( 4 ) ^ -f Ci(x — a^o) ^ (a: — cJo)® -j , 

d. h. bei dem Umlauf verwandelt sich 

Ck in Fk (i=o, 1 , 2 , . 

Aus (4) folgt 

(5) cl -f 2ci(a3 — rco) -I . 

Andererseits ist 

(6) —EECi + 2c2(fl! — ajo) -I . 

Da aber bei dem Umlauf die e in die uberstrichenen c ubergehen, 
so ist 

d 

(7) -j- = Cl + 2 ca (a? — ®o) + ‘ ‘ > 

»und aus der Uebereinstimmung der rechten Seiten von (5) und (7) 
folgt die zunacbst zu beweisende Identitat (2) 

Ayi___dyi 
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Nun ist (s. S. 166 Zeile 10) 

(8) yi Er: fin r/l + J/a + * • * + f 

also 

(9) y/ EE + /5/2 2/2 + * • • + /5m2/n , 

wo die Aecente die Ableitungen nach ix? bedeuten; nach (2) ist folg- 
lich aucli 

(10) 2// 'HE finVt + ft'2 2/2 + * ■ * + fiinl/n • 

Das Integral hat die Umlaufsrelation 

(11) ih rE 

wo 

coj EE . 

Da aber auch die Ableitnng von wieder eine bis auf den Faktor 
eindoutige Function ist, so ist 


( 12 ) 

Nach (11) ist aber 

(W) 

raithin auch fUr dieses Integral 
(14) 


drjj dfj. 

ll r E CO -- 

(lx 


(I 

(lx 


^ dx 

dx 


^ \ (h t 

dx ' dx 


Jetzt kimuon wir die Idontitiit (1) als richtig erweisen, indem wir 
doren beido Seiten bilden. Es ist 




und 


d /!/ a 

Andererscits ist 
und 

d. h. nach (H), (10), (11), (12) 

^ /ViX 

'• » r>ii(/^<i’3t'+ (I.s’A'H 1- |3.-»2/«) — h /5<n2/«)] • 


[^n{niy-2- 

- 2 / 9 % ) H 

± m\ 

_viyi'—yiVi 

dx KriJ 


i. (-'A 


d x \ rij 

E 
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Die reehteu Seiten von (15) und (IG) stimmon ilberein; dtiraus folgt 
die zu beweisende Identitiit (1) 

; A (■>') . 

(lx \ ‘r}.J (lx \ r}J 

2) Sat^ von Casorati^): Wenn der X-la(dw LineartM^^ 
der Beterminante 



OJ^ — <i 

0 , 


■ . , j 

ul(<o) 13 

0 

0 

, . . . , fiJl -- f.) , 

0 , ff,-„ 

>',1 J ■ 

•IMvi 1 - (‘>,- 

* ’ ? 

• • ) »H } i 

i 

1 0 

1 

0 , 


. , (inu <0 ■ 


die Vq Elementarteiler 

.... (<o, - ~ (<))''■■■• ‘ 

derselben liefertj so Ikfert der (I — fnche Lbrntririltr ((i)| -m/- ’<• 
der Beterminante 

1) ' * CO , . . . , v„ j t 

^'(«) - I 

» j . * . I CO 

die JElcmentartoUcr 

(0^— 0) , (0l“ CO) y • • •» ^COj <Oj * 

von A\G^y sodass die Amalil der Elementarteiler ran /t'(<o) nm die 
Anmkl der einfaehen .Elementarieiler von A{m) kinier der Ersamt^ahl 
von deren Elenumtarteilmi mrikhhleiht. 

Wir beweisen /Ainachst die Ibdhe der Ungb'ichtuigiMi 

(17) A I, 

urn dieselben beim BeweiH des ()aHorati’HelH*ti Ssii‘/.(‘H hi*niitz«ni */.u 
kBanen, Zu dem Eiule geben wIr von dor nllgeiiieinoriui nfii'rininutitf' 
A" ■ I csJa-'--/?/A-<o I o,A. 

au 8 ^ welche durch (0^ — 0)^ teilbar nei, wilbreiid dor griinnie goinoiio 
same Toiler aller IJuterdetormiiianteu orntor Htufo von m in 

der Potenz (0^^ — entbillt, derjenige aller Unterdeterininantiui zweiter 
Stufe in der Potenz 0)^* u. «. w., der grikHte ^mmnnmmia Toiler 

1 ) Vergl. Comptes rcnduH habd. dei ec'ancrs i!e ranid. d«‘H Mrii'iiren tie 

Paris, t. 92 (1881). S. 175 u. 238, 
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aller Unterdeterminanten Stufe aber co^ — co gar nicbt mebr 

entlialt. 

Bezeichnet man die Adjuncten der Elemente Ton zl hezw, mit 

^ ih (fji = 1 } 2 , . . . , Ti) ^ 

SO ist (s. Baltzer, Th. u. Anw. d. Dei 5. Anfl. § 3. 14. 15. S. 28,29) 

(18) ^ ^ (?:, A = 1, 2 , . . . , * 

Da nun die linke Seite von (18) nur durcli (cd^ — • 03 )^“^ teilbar ist, 
kann auch der grosste genieinsame Teller aller Ja — co bochstens 
in dieser Potenz entlialten, d. h. 

<: ;i — 1 . 

Hiennit ist die erste der Ungleichungen (17) erwiesen, und ebenso er- 
giebt sich die Ricbtigkeit der ubrigen. 

Um mm den Casorati^schen Satz selbst zu beweisen, baben wir 
die Elcmentarteiler von A'(g)) aufzusucben. Zu dem Ende zeigen 
wir, dass der grosste gemeinsame Teller aller Unterdeterminanten 
Ton .A'((n) 

erster Stufe durcb ( 03 ^ -- co)^^ ^ , 
zweiter „ „ (o3i— cu)^* 

u. s. w., 

ttberhaupt der grosste gemeinsame Teller aller Unterdeterminanten 
Stufe Ton ^.'( 03 ) durcb 

uiid koine hohere Potonz von cji— w teilbar ist, wenn v einen der 
Worto V = 1, 2, . hat und die Stufenzahl derjenigen Unter- 

dotenuinaiito.u von A' (a) bedeutet, welche zuerst nicbt mebr samtlicb 
durcb flJi — CO teilbar sind, sodass Av, — Vq + Vj = 0. Die Zahl 
und folglicli auch v, ist hiernach, da J.'(co) eiiie Determinante (n— 
Grades ist, atets <n — V(^, was fUr den folgenden Beweis von Wichtig- 
koit iat. 

Wir zorlegen den Beweis der ausgesprochenen Beliauptung in zwei 
Teilo, indem wir nacheinander zeigen: 

a) alia Uutcrdotorminauten Stufe von A' (p) sind hdclistens 

durcb (coi— teilbar; 

b) die Unterdeterminanten Stufe von A' (a) sind mindestens 
durcb (o?! — teilbar. 

a) Sei 1* eine beliebigo Unterdeterminamte v*®* Stufe von A{(a), 
sodass (coi — - co)^’' die bbebste in dkn P entbaltene Potenz von o)i — co 
iat. Eine solche Unterdeterminante P entstebt aus A(^co') durcb Strei- 
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chung von v Zeilen and v Oolonnen; es bleiben also von den n — v^^ 
letzten Zeilen in A(a)) mindestens — oine steis positives 

Anzahl — tibrig. Die ans solclieii n — v Zeilen gebildeten Unter- 
determinanten {n — Grades von V wind nun entwodtT iden- 

tisch Null (sobald namlich niclit die sruntliclien (T.sti'n Golounen, 
die ja nur Nullcn entlialteu, in jenen Zeilen g(\st.rielu‘n nind), odtir Hi(^ 
sind Dnterdeterrninunten Stale von ./r(a’)). Uezeiclmen vvir diesel- 
ben im letzteren Fall niit 

L , M , . . . , N 

and bezw. mit 

I'u 

ihre Adjuncten in der Dotenuinante 1 \ so isii 

( 19 ) P L L, + M M, -1 1 ^ NN, . 

Setzt man hier filr P sueeessivo alle l)n(;(*rd(‘teriniiuuihm Siule 
von -4(0), so erliillt man rechtis Hlr .//, ,M. S HU('t'(\ssive aU<* 
Unterdeterminauteri Stulb von yV(co), Hicraus folgi ziniuelisl, 
dass V , denn ware ho wilren tioeh ulb^ Unt(*rdeleiauinau 

ten Stale von and iblglich naeli ( 19 ) flir /' aueli 

alle Unterdetenninant(‘u Stale von A((o) durcli to, 0 bulbar, 
was ausgesclilossen ist. Da aber p die W(»rte 1,2, dunddilun, 

ao ist stets — 'n>(), was filr das unmiitelbiir Ibdgende von Wieh- 
tigkeit ist, 

Nach l)ciiiuti()n"(lor l)eternnna.nt(*n //, , Tl/j.. . lYj sind namlich min 
destens Zeilen uiid inimlesbm.s - p (mlonnern diTsclben ans 

den ersten Zeilen, l)ezw* ersieu Goloimen von 4(0) (mtnoinmen. 
Entlnilt aber die l.)eternuminfc(j L, z. B. irgend cine <h^r n,, ersitm 
Oolonnen von - 4 (a)), willirend die gleiehnamige Zeih* v<»n yjfw) fehlt, 
so ist andernfulls — wentn <li(‘ glei(dmafnige Z<*ile niedti lehlt 

— kann dieses Reihenpaar g<*Hiri(du‘n and siaii (lessen d(*r hakt(jr 
01 0 vor die ganzo Detenninante gi^setzi wenhun VVenn also <u'm* 

der Determinanten L, M, . , , ^Vi zu jenen mimh^Hbrns vorhandemm 
— v Oolonnen, die ans den v,, ersbm Oolonmui von A (mi Inu'rilhreii, 
nicht aucli die bezw. gleichnamigeti Zeilen aus 4 (m) (mthlilt, ho ist sie 
Null, andernfalls mindesteus (lurch (0^ — 0}'‘*o VVan*n also 

saintliche Unterdeterniinanten Stufe von /l/(0), d. h. KiimtlirlH! 
i, Af, JV in alien Gleudumgen ( 19 ) (lurch einu hrdicn^ I'otcnz 
von 01 — 0 als (01 — teillmr, ho wiiren zufttlgc (Dd) sumt- 
liche P durch eine hiiliere Potenz von 0^— (o als (0^ — 0)^^ itdlhar, 
was ausgesclilossen ist. 
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Wir haben somit die unter a) aufgestellte Bebauptung erwiesen. 
b) Urn zu beweisen, dass alle Unterdeterminantea Stufe vob 
A'{m) aucb mindestens durch (co^ — teilbar siiid, verfahren 
wir folgendermassen. Es giebt mindestens eine von Nnll verschiedene 
Unterdeterminante Stufe von . 4 ( 03 ), die nicbt mehr durch co^ — co 
teilbar ist; wir bezeiclinen eine solche mit D. Sie hann aus -4(n)) 
nur entstehen^ wenn alle Vq ersten Colonnen wegfallen, da sie sonst 
= 0 oder durch — co teilbar ware. D ist also aus n ' — Zeilen 
der n — v^^ letzten Colonnen von A (jx)) gebildet. Die Unterdeter- 
minanten Stufe von dereu Zahl 



ist, bezeichnen wir durch 

diJ: it =i 1, 2 , . . ^ 

ihre Adjuncten in 1) bezw. durch 

(/ » A: = ,l , 2, ... //o) • 

Jede dor Determinanten D** ist also eine Determinante Grades, 
gebildet aus den Elementen gewisser (durch den Index i charakteri- 
siorten) v Zeilen von A(c)) und gewisser (durch den Index Jc ange- 
deuteten) v der n — letzten Colonnen von A(g)). Ferner bezeieh- 
neu wir die Unterdeterminanten Stufe von J.'((d) (die unter 
a) mit Lj Af, . . . , JV typisch bezeichnet waren) jetzt anschaulicher 
durch 

d'hh (/*, 5^1 • • • //o), 

WO die Indices h andeuten, dass bei der Bildung von auh bestimmte 
V Zeilen, bezw, bestimmte v Colonnen von A\(d) oder also von den 
Vy letzten Zeilen und Colonnen von A(g)) gestrichen werden. Die 
Determinanteix dkk mit bestimmtem Index !<> enthalten demnach gerade 
auH denjenigen Colonnen von A{m) keine Elemente, aus deren Ele- 
menten die Dili mit demselben zweiten Index 7c gebildet sind. 

Nun betrachten wir die Summon 


( 20 ) 


Dll ail + • ■ * + Di^^ ahi.1^ == &i 

(A 1 , 2 , . . ., (t<o) . 


Nach der Delinition der IX-jt ist jede dieser Summon (A,i = i, 2 ,. . 
wieder als Determinante (n — Grades darstellbar, indem man 
einfach die n — - - if zur Bildung von 
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<^hX • • • (^huo 

uBd die V zur Bildung von 

Dll Di2 . . . 

verwendeten Zeilen, deren jede n — Vq Elemente enthalt, untereinander 
setzt und die Determinante dieses quadratischen Systems von (n — VqY 
El^menten nimmt. 

Die Determinante S/a ist daher identiseli Null, wenn die Zeilen 
der a'h zum Teil mit denen der Di iibereinstimmen (s. Baltzer, Th. 
u. Anw. d. Det. 5. Aufl. § 4. 1. S. 32), und sie ist — bochstens abge- 
seben vom Vorzeicben — gleich A\m), wenn die Zeilen der a'/, und JDi 
sicb gerade zu denen von J.'(co) erganzen. Die dritte, allein nocb ubrige 
Moglicbkeit ist die, dass die v Zeilen der D/, ohne in irgend einer mit 
einer Zeile der ai tibereinzustimmen, zum Teil oder aucb samtlicb den 
Vq ersten Zeilen von -4 (g 3) entstammen. Randert man in diesem Falle 
die Determinante durcb die Elemente von o/q — v anderen der 
ersten Zeilen und der gleicbnamigen Colonnen von A{co)j so entsteht 
also eine XJnterdeterminante Stufe P von und es ist 

( 21 ) JP=e{g)^ — I . 

Da aber samtlicbe P mindestens durcb (coi — c?)^^ teilbar sind, so ist 
Shi in deni betracbteten Falle nacb (21) durcb (oii — 
bar. In dem ersten der drei Falle war Sm = 0 , im zweiten ist 
aSaz = + J.'(£t)) durcb (eUi — also den Ungleicbungen (17) zu- 
folge ebenfalls mindestens durcb (coj^ — teilbar. Die samt- 
licb en Grossen S/a sind also entweder Null oder mindestens durcb 
(coi— 03)^’'“"’'° teilbar. 

Fasst man nun in den Gleicbungssystemen (20) die aM als TJn- 
bebannte auf, so ist die Determinante jedes dieser Gleicbungssysteme 
(s. Baltzer, a. a. 0. § 7. 6. S. 68) 



und daher nicbt durcb coi— o teilbar. Da aber bei der Auflosung 
des Gleicbungssystems (20) jedes ahjo, multipliciert mit IP^I, eine 
lineare homogene Function der & wird, so folgt aus dem obigen 
Ergebnis fiir die letzteren, dass aucb samtlicbe anh, d. h. samtlicbe 
Unterdeterminanten Stufe von A' (cd) mindestens durcb die Potenz 

(gji— 03)^’'“''°'*"’' von (co^ — cd) teilbar sind. 

Hiermit ist aucb die unter b) aufgestellte Bebauptung erwiesen, 
und wir baben somit bisber gezeigt: 
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Sdmtliche Unterdeterminanten Stufe ( 1 / = 1, 2^ . . ./i/J von 
A'{(d) sind dtirch die Potent 

aber nicht sdmtliche durch eine hbhere Potent von (o^ — co teilbar, 

Mit tezeichneten wir die Stufenzahl derjenigen Unterdeter- 
minanten von A'{(o), die zuerst nicht mehr samtlich durch — o 
teilbar sind. Also folgt aus dem soeben Bewiesenen fiir v 

— Vq = 0 

Oder 

(22) — 

Die Zerlegung des Tellers von J.'((n) in Elementarteiler 

lautet daher 

(2n) . (©1 — ©y“’'“ HE 

Wiilirend diejenige des Tellers (ca^ — von J.(o3) 

(24) (coi — o)f ~ 

. . . (©1 -- . (©1 — ©)'->-.-i-'’'. ... (©1 - ©)^-i 

war. Mit lliicksicht axif Gleiclumg (22) ist also der Casor ati’sche 
Satz in Bezug auf dio ersten Elementarteiler von J.(©) und, wenn 
Vi = 1 /( 1 , sclion ganz allgemein bewiesen. Ist dagegen < v^, so 
stehen den Elcmentarteilern 

(©1 — ©)^'i“^‘'‘+i , . . , , (©j — ©)'*’'i-i 

von J.(©) gar keine Elementarteiler von A' (a) oder — wie wir dafiir 
sagen konnen — solche vom nullten Grad gegeniiber. Der Satz wird 
also auch fUr die letzteren Elementarteiler bewiesen sein, wenn gezeigt 
ist, dass der Grad eines jeden derselben gleich der Einheit ist, d. b. 
dass dies lauter einfacbe Elementarteiler von M(©) sind. Multipliciert 
man zu dem Ende (23) mit (©^ — ©)”“, so muss die Summe der Ex- 
pononten von ©^ — © auf der recliten Seite von (23) und (24) den- 
selben Wert baben. Dies ergiebt aber die Gleicbung 

(25) (A,., — Ar^+i) + (^n+J- — ■^u+a) “1 + EH Vo — i/i , 

wo links nach (17) die Summe von positiven ganzen Zablen 

stebt. Diese bat .den Wert — folglicb ist 

Ar, — = Av, + 1 — Avi + 2 = • • • = Aj'o — 1 = 1. 
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Hiermit ist der Oasorati\sclie Safcz ganz allg(‘meiu Ixjwieson. 

Da fiir die Determiriante A'((d) die den Uiiglcriclimigcjii (17) ana- 
logeii Ungleiclmngen gelteii^ folgt iioeli, dass nnr die — letzten 
Elementarteiler von A(co) einfache, alio vorangoheiKhvu a,bor hoh(‘ron 
als ersten Grades sind. Wcndet man duller don Ca.s()ra.ld\stduvn fcJutz 
dann auf A\(o) abennals aii; bozw. anf cine I)otorminaiiii(*j die in 
iliren Elementarteilern mit iiberoinstimmt^ alier s(dion di(* Ge- 

stalt von j1(ci)) hat^ n. s, w., so ergiebt slob — nebtaibei bemerkt - 
gleichzeitig nocli der Satz: 

Die Grade der Elementarteiler elner Dtderminante A (m) slehen in 
der Bemhmg 

Z ™ 1. > . * • > ,j , 



Register der aiigewandten Bezeiclmungeii. 

(Die boigefiigten Seitenzahlen beziehen sich aaf die Stelle, wo der betreiSende 

Ausdruck einirefuhrt wird.'l 


AivijingHworto einos Integrals 4^. 

AUgenieines Integral 49. 

Allgemoinstoa Integral oiner Gruj^pc 127. 

Allgemeinstes zu einer an bestimmter 
Siello stelionden Zahl gelioriges In- 
tegral einer Grn])pc 94. 

Allgomoinstea Integral bestimmter Stufe 
in oiner Grappo 105. 

AnalytiHcho l''ortsetziTng 71. 

IJestiniintos Verlmlten oiner Function 
10. 90, S. auch „Stelle“. 

Oasorati’scbor Satz 173. 

Charakteristische Function, 11. Anni. 

Cluiraktoristiacbc Gloicliung 63. 

Oliarakteristischor Index 13. Anm. 

Coeriici(‘iit(5n der Diflbrentialgleichung 1. 

Composition von Substitutionon 78. 

l)(‘{erminanto niehrcrer Fvmctioncn 47. 

Dctornnnantc eincs Fundainentalsys- 
toms 48. 

Determinier('n(lo F undamentalgloicbung 
1.3. Anm. 

Detenuiniercnde Gloichung, Function 
13; bei .r r- (30 207. 

DilTorentialgleiclmng; gowOhnlicho, al- 
gcbraiHclm, lineare, lineare honiO' 
gene 1. 

Einfaeb zusauunenbangendea Gebiet 74. 

KinfaclitJ Bingulilre Funkte 22G. Anm. 

Elementartoiler 156. 

Elcmente de» Integralf unction 71. 

Elemento eines Fiindamentalsystems 48. 

11 (3 f f t(sr, DilTorontialgloicliungaii. 


Fuchs’sche Klasse von DifFerentialglei- 
chungen 212. 

Fuchs’sche Mebhode zur Gewinnung 
1 linear unabhangiger Integrale 63. 

1 Fundamentalgleichung 152; bei cc~oo 
203. 

Fundamentalscbleife 80. 
Fuiidamentalsubstitution 80. 
Fundamentalsystem von Integralen 48. 

Gauss’sche Differentialgleichung 18. 
Gauss’sche i^-Reihe 42. 

Gebiet der f)ifferentialgleicbung 2. 
Gebilde, monogenes — der Integral- 
function 71. 

GeliOren einer Function zu einer Zahl 
10. 90. 

I GehCren einpr Function zii einer an be- 
j stimmier Stelle stebenden Zahl 90. 

I Grad einer algebraischen Differential- 
I .gleichung 1. 

: Gruppe der Differential gleichung 81; 

I endliche, unendliche G. 82. 

I Gruppeneigenschaft 81. 

I Gruppe von Integralen 88, Zugehorig- 
I keit cines Integrals zu einer 93. 

I Gruppe von Wurzeln der determinie- 
I renden Gleichung 21. 

1 Hypergeometrische Reihe 42. 

; Integral der Differentialgleichung 5; 
I allgemeines, partikulares I. 49; regu- 
; hires L 59. 90. Anm. 

1 Integration der . Differentialgleichung 5. 
; Irreduktibilit^t von Differentialgleichun- 
■ gen 191. (a. auch d. Anm.) 
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ICreisfortsetzung 71. 

Linear unabluingigo Function cn AO. 

Linearteiler dor Fundamontalglcicbiing 
151 

L5sung\ 8. Integral. 

Mcthode der unboatiminten Oocnicioii- 
ten 0. “ 

Normalfortn der . Dillercntialgloicbung 
9. 10; bei X — oo 200. 

Ordniing einor r)in’cr(?ntialgleicbung 1 

Parameter der DiflVrinitialgleicbung t. 

Primfaktoron, Bymbolischc — einoH I>itlb - 
rentialaimdrnckfl 100. 

(Juadratur 0. 

ltecii»rok(‘ Itadien; '.rranalbrmation luii- 
tolHt r. It. 198. 

RoenraionHforuKd 12; lad x ■ • 207. 

llecnrsionBforruel filr logaritbmenbehar- 
tete lutogralo 110. 

ltoducic5rt(^ (Uoichung 50. 

Uoduktibilitllt von DiUbroiiHalgbdclum 
gem 191. (h. a,uch d. Annu) 

llognlilr; 8. Biollo, Int(*gral. 

SiiiguUlr; B. SUdlo. 

Stollo, rcguillri^ Hingulilro 0. 


Siollo, aiiaflerwOHontlicIi, wosent 
gidilro 4. 204. 

Stollo, Hcbeinbaiv wirklicb singn 
Stello der IJoHtiinmtbeit , der 
Btininitlieit 14. ini Unondlicdie 
; Btelbi a: ^ cx) 100 . 

I Stnfe oiiK'H Integraln 105,. 

! Stufe eimn- lInt<‘ril<‘ionninanie 1 
Siufe r.hwv I Inicrgnippe von In 

; ion. 

1 SubBiitution; Frltddcn einer S 
j tiHC-lui SubHt. 70. 

I 

: Ibngoibung Si,<‘Uo 4; von 

201 . . 

: llniliuir d(*r tmabhrmgigo'n Varla 
; llnilautHrelatioii (dju's lub'grahi 
UubeHtinimieH Verluvlten tdiu'r k’ 
lO.'t S. a.iu‘h 

(buMidlieh fertuo’ runkt 100, 
llntergru|ipe von Inlt'gralon lOri 

VariabUp iniaMuingig^S aJihitiigi; 
; Ver/.w(d^Oing der Inb^grab* til. 
Vei7.w<‘igung«H(’liniH. 74. 

ya'rlegnn*( eimas I liireiMmtiahiu 
1H2. 

/a'vlrgungdtn’ HeciirjdouHfbrnod 1 1 
ZuHamnien.'iei/jnig \oa liidVran 
drfb’ke.n 1H2. 

Zweigi' der lutegndrunet i(»n 75 



